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Droite. Angles. Parallelisme. Polygenes. Cercle. 

Plan; droites et plans. Angles diedres; angles poly edres. Transla- 
tion. Rotation. Symetries. 

Homolhdtie et similitude. Relations metriques. Polygenes reguliels . 

Prisme, pyramide, cylindre, cone, sphere. 

Aires et volumes. 

Puissance d'un point par rapport k un cercle et par rapport k une 
sphere. Axes radicaux. Plans radicaux . 

Polaire d'un point par rapport a un cercle ; plan polaire d'un point 
par rapport a une sphere. 

Inversion. Applications. Appareil de Peaucellier. Projection st^reo- 
graphique. 

Vecteurs, — Projection d'un vecteur sur un axe ; moment lineaire 
par rapport k un point ; moment par rapport a un axe. 

Somme g6ometriqued'unsysteme de vecteurs; moment resultant par 
rapport a un point ; somme de moments par rapport a un axCi 

Application a un couple de vecteurs. 

Projections centrales. — Plan du tableau. Perspective d'un point, 
d'une droite, d'une ligne. Point de fuite d'une droite. Perspective 
de deux droites pairalleles. Ligne de fuite d'un plan. Conception 
de la droite k I'inflni d'un plan. 

COMQUES 

Ellipse. — Tracd; tangente; problemes simples sur les tangentes. 
Equation de I'ellipse rapporteea ses axes. Ellipse consideree com me 
projection du cercle ; problemes simples sur les tangentes ; inter- 
section de I'ellipse et d'une droite. 

Hyperbole. — Trace ; tangente; asymptotes; problemes simples sur 
les tangentes. Equation del'hyperbole rapportee a ses ales. 

Parabole. — Trace ; tangente ; problemes simples sur les tangentes. 
Equation de la parabole rapportee a son axe et a la tangente au 
sommet. 

Definition commune de ces courbes au moyen d'un foyer et d'une 
directrice. 

Sections planes d'un c6ne ou d'un cylindre de revolution. 
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531. TMor^me de M^n^lails. — Si une droite rencontre les 
cdtis BG, CA, AB d'un triangle ou leurs prolongements en des 
points A', B', G on a la relation 



A'B B'G C'A 



= 1. 



A'G B'A GB 



Menons par les sommets A, B, G des vecteurs A A", BB", CC' 
parall^les entre eux et limit^s k la s^cante {fig, 385); on a (185) 




A'B 



BB' 



A'G CG' 



WC 



GG- 



B'A AA« 



Fig. 385. 

d'ou, en multlpliant membre k membre, 

A^ WC WK Bf'.CG^.Ap 



G'A 



A\' 
BB' 



= 1. 



A'G B'A C'B 

GKiSvY. — » compl£m. db g^om. 



GC'.AA'.BB' 



I 
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R^ciproque. — Si sur les cdlis BC, CA, AB d'un triangle ou 
sur leurs prolongements on preni trois points A', B', C! tels que 



AB B'G G'A 



AG B'A C'B 
ces trois points sont en ligne droite. 



= 1. 



Joignons les points A' et B' et d^signons par Cj le point de 
rencontre de la droite ainsi men^e avec le c6t6 AB ; le th^orfeme 
direct donne la relation 



AB BC C,A 



= i; 



AG B'A GiB 



comparant cette relation k la pr^c6dente, on en conclut 



G'A • GiA 



G'B 



G,B 



ce qui demontre que Gi coincide avec G'. 



£32. Application I. — Les milieux des diagonales d'un qua- 

drilatdre complet sont en 
ligne droite, 

Soient a, p, y les mi- 
lieux des diagonales AG, 
BD, EF {fig, 386) ; menons 
par ces points les paralifeles 

afp', Py'*'» tP'*' ^"^ droites 
ABF, DGF, EGB; les points 
ol\ P', y' sont les milieux de 
^'^* ^^^' BF, GF, BG. Pour d^mon- 

trer que les points «, p, y sont en ligne droite, il suffit d'^tablir 

la relation 

^ Y^ R . 
• ' = 1. 

4' Y^' Py 




Or, on a 
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«y' 


AB 


ap' 


AF 


yP' 

Y«' 


EG 
EB 


^a' 


DF 
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py DC 

La relation pr^c^dente 6quivaut done k 

AB EC DF 

AF EB DC 

qui r^sulte du th^orfeme de M^n^laus appliqu^ au triangle BGF 
coup6 par la transversale ADE. 



533. Application n : Th6or6fne de Pascal. — Les c6t4s op- 

posis (Tun hexa- 
gone inscrit dans 
un cercle se cou^ 
pent en trois points 
situ4s en ligne 
droite. 

Soit ABGDEF 
rhexagone inscrit 
[fig. 387) ; les 
points de rencon- 
tre K, I^ L des CO- 
t6s opposes appar- 
tiennent aux cot^s 
du triangle GHJ 
form6 des cotds de 
rhexagone pris de 
deux en deux ; 
pour ^tablir qu'ils sont en ligne droite, il suffit de montrer 




Fig. 387. 
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que Ton a 

KJ iH LG ~ 

Consid^rons, k cet effet, le triangle GHJ coup4 successive- 
ment par les cdt^s AF, ED, RC de i'hexagone; nous obtenons 
les relations 

KH AJ FG 

KJ AG FH ~ ' 

U EG DH , 



LG EH DJ 
iG CH BJ 
lii GJ BG 



= 1, 



et, en multipliant, 

KH U iG D.BJ FG.EG DH.CH 



= i. 



KJ LG IH DJ.CJ AG.BG FH.EH 
Or, si Ton consid^re les trois derniers rapports, chacun d'eux 

* X 1 X I 1 AJ.BJ JA JB 
est egal a 1 ; par exemple, -i^z = ^ _ = i, puisque 

DJ.CJ JD.JC 
les deux termes sont ^gaux k la puissance du point J par rap- 
port au cercle ; il en r^sulte que le produit des trois premiers 
rapports est dgal k 1 ; le th^orfeme est d6montr6. 

Remarque. — Si Ton suppose que le c6t6 DC pivote autour 
du sommet C de fa^on a devenir tangent au cercle, le point K 
est k Tintersection de AF et de la tangente en C, le point I est 
fixe et le point L a pour position limite I'intersection du cot^ 
AS et de EC ; les trois points dtant constamment en ligne 
droite, il en sera de meme de leurs positions limites. 

On voit, d'aprfes cela, que Ton pent dans I'hexagone rempla- 
cer un cot^ par la tangente en un sommet ; on en dMuira un 
th6oreme relatif au pentagone inscrit; si Ton remplace deux 
c6t6s par deux tangentes, on aura un th^orfeme relatif au qua- 
driiatfere inscrit; comme dans ce cas on pent consid^rer les 
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tangentes soit en deux sommets cous^cutifs, soil en deux som- 

mets opposes, on 
obtiendra deux th6o- 
r^mesdiff^rents; exa- 
minons le cas des 
sommets opposes. 

Soit ABCD un 
quadrilat^re inscrit 
(fig. 388); menons les 
tangentes en A et C, 
nous aurons un hexa- 
gone form^ des cot^s 
du quadrilat^re et 
des tangentes eh A et 
C, qui seront deux c6- 
t6s opposes de I'hexa- 
gone. 
Les points L, M de 
rencontre des cotes' opposes du quadrilat^re seront en ligne 
droite avec le point de rencontre P des tangentes aux sommets 
opposfe A et G ; ils seront de m6me en ligne droite avec le 
point de rencontre N des tangentes aux deux autres sommets 
B et D ; on pent done ^noncer le Ih^or^me suivant : 

Si un quadrilatdre est inscrit dans un cercle, les points de 
rencontre des cdt^s opposes et les points de rencontre des tangen- 
tes aux sommets opposes sont quatre points en ligne droite, 

Enfin, si Ton considere un triangle, on completera Thexagone 
an moyen des tangentes aux sommets, ce qui donne le th^or^me 
suivant : 

Thdor^me. — Les tangentes an cercle circonscrit d un triangle 
menies par les sommets rencontrent les c6t6s opposes en trois 
points en ligne droite . 



Fig. 388. 



S34. Application ni. — Si un plan rencontre les c6t4s AB, 
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BC, CD, DA {fig, 389) d'un quadrilaUre gauche en des points 
A', B', C, D', on a la relation 



A^A B^ GC D'D 

rs fc CT D^ 



= 1. 



Le quadrilatSre ABCD ^tant gauche, ses sommets ne sont pas 

dans un meme 
A plan ; si on consi- 

dfere la 'diagonale 
BD, elle est Tinter- 
section des plans 
ABD, CBD ; le plan 
secant A'BT;D' ren- 
contre chacun 
d'eux suivant les 
droites A'D', B'C' 
qui se coupent au 
point commun 

k la diagonale BD et au plan secant, si elle ne lui est pas 

parallfele. 
Appliquant le th^or^me de M6n61aiis aux deux triangles ABD, 

BCD coupes par les transversales respectives A'D', B'C, on a : 

A^ OB lyD . 




Fig. 389. 



A'B OD DA 

£B GG^ OD 
Mi (VD OB 



= i, 



et, en multipiiant membre k membre, 



A'A B'B G'G D'D 



= 1 



A'B B'C CD DA 

Supposons, en second lieu, que BD soit parallele au plan 
secant; si la diagonale AG ne lui est pas parallele, on pent 
r^p^ter le meme raisonnement en consid^rant le point de ren- 
contre du plan et de AG ; il reste a examiner le cas oil le plan 
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Secant est parall^le aux deux diagonales. Les rapports 



A'A A'A 

et 



D'D • A'B 

sont alors dgaux, ainsi que les rapports 

B^ ^ CD . 

et 



de sorte que la relation pr^c^dente subsiste. 

Reciproquement, si sur les cdt^s d'un quadrilaldre gauche 
ABCD, ou sur leurs pro long emeni s ^ on prend les points 
A', B', C, D' iels que I'on nil 



A'A B'B G'C D'D 

A'B B'C CD DA 

ces quaire points sont dans un meme plan. 

II n'y a 6videniment lieu de d^montrer le th^oreme que si 
trois points ne sont pas en ligne droite ; le plan de ces points 
A', B', G coupe alors le c6i6 DA en un point Dj tel que 



A'A B'B C'G DiD 

(2) -— . __ . .;-— . --L- = 1 . 

A'B B'G CD DjA 

La comparaison des relations (1) et (2) donne 

FD _ d;^ 

c'est-a-dire, que D' coincide avec Di et est dans le plan A'B'G'. 

535. Tlj6or6ine de C6va. — Si Von joint les sommets A, B, C 
(fig. 390) d'un triangle a un point du plan, les droites ainsi 
menses coupent les cdt^s opposes en des points A', B', G' tels que 
i'on ait 

a1 B^ G^ __ 



A'G B'A G'B 
Gons id^rant les triangles AA'B, AA'G coupes respectivement 
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par les transversales COG', BOS', on a 




GA GB^ OA' 
G^ CA' OA ~ ' 
fC OA BA' 
fA OA' BC ~ 
ou, en muUipliant, 

G'A WC BA' CB _ . 
Cl Fa GA' BG ~ ' 
ou, en renaarquant que 

CB = — BG, 



A'B B'G CA 
Ml fX CB 



= — 1. 



li6ciproqae. — Si, sur les cdles BC, GA, AB d'un IriangU ou 
sur leurs prolongemenlSy on prend trots points A', B', G' tels que 
ion ait 

£B Wq^ Gk _ ^ 

A^ B^ CB ~ ' 

les droites AA', BB', GG' sont concourantes. 

Soil le point de concours des droites A A', BB' (fig, 390) ; 
la droite GO coupe le c6t6 AB en un point Ci tel que 



A'B B'G 


GjA 


A'G B'A 


CiB 


G,A 


G'A 



= -i; 



on en dMuit 



(^-,B G'B 

cequi montre que le point Gi coincide avec C', c*est-k-dire que 
CC passe par le point 0. 



Applications.— On d^montre imm^diatement, en appliquant 
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cette r^ciproque, que les m^dianes, les bissectrices, etc. d'un 
triangle sont des dt'oites concourantes. 

• 

536. Centre des dislancesproportlonnelles. — Consid^rons 
des points Ai, A^, . .., An [fig- 391) et k chacun d'eux faisons 
correspondre un nombre positif ou n^gatif ; soient ai, sg, ...,«» 

les nombres relatifs kk^ A2, •.., An. 
Prenons sur A1A2 un point Bi tel 

que T== = ^ et faisons-Iui 

BiA2 °^* 

correspondre le nombre at -+- aa ; 

prenons sur B1A3 un point B2 tel que 

= — et faisons-lui 




Y\%. 391. 



correspondre b nombre a, 4- ag -+- as, 
etainsi de suite; nous trouverons finalement un point que 
nous appelleroDS centre des distances proportionnelles des points 
donnas; si les nombres ai, a^y ..., «» sont^gaux, ie point est 
appel^ centre des moyennes distances. 

Ce point est ind^pendant de I'ordre dans lequel on consid^re 
les points Ai, At, ..., An. 

II suffit de d^montrer que si Ton intervertit I'ordre de deux 
points cons^cutifs, Ie point ne change pas ; on en d^duira le 
thtorfeme g^n^ralpar un raisonnement bien connu. 

Intervertissons A2 et A3 ; nous prendrons d'abord sur A1A3 



-un point Bi tel que = etnousluiferonscor- 



B;A t a 

B^ 

respondre ai -h a3, puis nous d^terminerons sur AaBj 

P'D' 

le point B, tel que ^ = — — ; il faut montrer que 

B;A2 ^i -^ ^^3 

B2 coincide avec B2 . 

Appliquonsleth^or^medeM^n^lausau triangle A1B1A3 coup^ 
par la s^cante A2B[; soit B le point oil elle rencontre A3B1. 

aj:, bb; b[a; . 

A2B1 BA3 b;Ai 
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Or, on a 



BiAi — as 



BiA, 



ou 



AiBi — a.2 



A2B1 



at 



et on en d^uit 



A2AJ 



A2B1 — AiBi ai-|-a2 



A2B1 



La relation (1) donne alors 



«! 



BBj 

ba; 



1^ 



- ^ = 1, 



3 



BBi 
BAo 



as 



ai 



ce qui prouve que B coincide avec B2; il coincide de meme 
avec B2; les points Bg et B2 sont done confondus. 

De cette remarque, on d^duit encore que Ton pent remplacer 
piusieurs points par leur centre des distances proportionnelles, 
a la condition de lui faire correspondre un nombre 6gal a la 
somme de ceux qui sont affect^s a chacun des points; ceei 
donne un moyen simple d'6tablir que des droites sont concou- 
rantes. 

ExEMPLE. — Les droites qui joignent les milieux des cdtes 
opposes d'un quadrilatere el les milieux des diagonales^ les 

, droites qui joignent chague 

sommet d'un quadrilatere 
au centre de gravity iiu 
triangle formi par les irois 
autres sommeis sont con:- 
courantes [fig, 392). 

Cherchons le centre des 
moyennes distances des 
sommeis, en faisant corres- 
pondre k chacun d'eux le 
nombre 1. 
Le centre des moyennes distances de A et B est le milieu 




Fig. 392, 
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A' de AB, auquel correspond le nombre 2 ; le centre des 
moyennes distances de C et D est le milieu B' de CD auquel 
correspond le m6me nombre 2; le centre cherch^ sera done 
le milieu de A'B' ; il est de m6me au milieu des droites qui 
joignent les milieux de AD et BC, de AG et BD. 

Nouspouvons encore chercher le centre A' de A et B; puis 

0^' 1 

joindre DA' et prendre le point 0' tel que = — — ' ce 

O'D 2 

point 0' est le point de rencontre des m^dianes du triangle 
ABD et le nombre qui lui correspond est 3; le centre cherch6 
sera sur O'C, qui passe dfes lors par le point 0; nous voyons de 

plus que Ton a -izir- = ^l c'est-k-dire que est au 

OC ^ 

quart de la droite O'C. 
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1. Une droite coupe les c6tes d'un triangle ABC en des points 
A', B', C ; on prend les symelriques A", B". C" de chacun par rap- 
port au milieu du cdte qui le contient ; demontrer que les points 
A", B", C sont en ligne droite. 

Si A'B'C est la droite de Simson relative h un point. A'^B^C est 
]a droite de Simson relative a un autre point ; evaluer Tangle 
de ces droites. 

3. On joint les sommets d'un triangle ABC k un point ; les 
droites AO, BO, CO rencontrent les c5tes opposes en A', B', C ; 
demontrer que les symetriques A^ B", C" de A', B', C prisrespec- 
tivement par rapport aux milieux des c6tes BC, CA, AB, sont tels 
que les droites AA", BB'', CC soient concourantes. 

3. Une droite rencontre les cdtes BG, GA, AB d'un triangle aux 
points A', B', C ; on prend les conjugues harmoniques A", B", C" 
de ces points par. rapport aux sommets ; montrer que les droites 
AA", BB", CG" sont concourantes. 

4. Les droites qui joignent les sommets d'un triangle aux points 
I de contact du cercle inscrit avec les c6tes opposes sont concou- 
i rantes. 
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On considere trois poiols A', B', C prls sur les cAtcs BC, CA, 
I'un triangle et tels que les droites AA', BB', CC soient con- 
'antes ; les droiies A'B', AB se coupent en C*, lea droites B'C. 
;e coupent en A", les droites A'C'.AC se coupent en B* ; demon- 
que les points A', B', C" aont en ligne droit* et que le conju- 
taarmonique de A' par rapport i B" et C est sur AA'. 

Si trois droites issues des sommels d'un triangle sont concou- 
es, les symetriques de chacune de cea droitea par rapport h, la 
iclrice interieure de Tangle correspondant aont concourantes. 

Vn cercle coupe les cdles BC, CA, AB d'un triangle ABC aux 
ts A' et A", B' et B', C et C*. Demontrer que si les droites 
fiB', CC sent coocouranles, il en est de mSme des droites 
BB', CC". 

(Jnetransversale rencontre les c0t6s BC, CA, AB d'un triangle 
es points A', B', C ; wi prend les symetriques A', B", C de 
joints par rapport a un point de la tranaversale ; demontrer 
les droites AA', BB', CC" sont concourantes. 

Sur les cdtes d'un triangle conime diagonales, on construit 
' parallelogrammes dant les cAt^s oot deux k deux m^me direc- 

; demontrer que les trois autres diagonales de ces parallelo- 
imes sont concourantes. 

. Construire uo triangle connaissant deux cOt^s et sachant que 
ssectrice de teur angle passe par le point de rencontre de la me- 
6 et de-la hauteur issues respectivement des sommets des deux 
es angles. 

. On donne un triangle ABC et deus points E, F sur une 
te issue de A; aiD est un point de BC, lesilroites DE, DF 
lent respectivement AB, AC en P et Q. Demontrer que PQ 
Bpar un point Hxe. 

. On donne deux droites fixes OX, OY ; sur la premiere, un 
t fixe A ; sur la seconde, un point fixe B; par A et B on mene 
; droites variables AM, BM formant avec les premieres un 
Irilatfere inscriptible OAHB. Ces droites coupent OX, OY en A' 
' ; d6montrer que A'B' rencontre la tangente en M en un point 
distantde et M. 

. On considere un cercle tangent en un point fixe A h uoe 
te donn^e ; d'un point B de celte droile, on m^ne la tangente 
ce cercle ; le diam^tre issu de B coupe le cercle en G et D ; 
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deiDontrer que ladroite qui joint les points de rencontre des droi- 
tes AD et CT, AC et DT passe par un point tixe, quand le rayon 
du cercle varie. 

14. On considere un cercle variable passant par deux points fixe» 
A et B etdu point S ou ladroite AB rencontre la corde commune 
a ce cercle et a un cercle fixe, on mene une tan gen te ST au cercle 
variable; demontrer que ladroite qui joint les points de rencontre 
des tangentes en A et B avec les droites BT, AT passe par un 
point fixe. 

15. On considere quatre points A, B, G, D auxquels correspon- 
dent les nombres 1, 1, 2, 2; trouver le centre des distances pro- 
portionnelles et en dSduire que certaines droites passent par un 
nQ^me point. 

16. On considere quatre points A, B, C, D ; sur AB. on prend un 
point que Ton designe par (AB) ; sur BG, on prend un point que 
Pen designe par (BG) et sur GD, on prend un point que Ton desi- 
gne par (GD) ; on joint A a (BG), G a (AB) ; ces droites se coupeni 
en un point designe par (ABG) ; on cherche de m^me un point 
(BGD) ; demontrer que la droite qui joint les points (AB) et (CD) 
passe par le point de rencontre des droites qui joignent A k (BGD) 
et D a (ABC). 

17. Dans un hexagone, les droites qui joignent les centres de 
gravite des triangles ayant pour sommets les sommets de Thexa- 
gone, sans avoir de sommets communs sontconcourantes; peut-OA 
generaliser ce theor^me ? 

18. On considere un quadrilatere gauche ABGD et une droite qui 
partage AB et CD dans le mSme rapport ; un plan variable passe 
par cette droite ; quelle relation y a-t-il entre les rapports dans- 
lesquels il partage les deux autres c6tes ? 

19. Les plans men^s par un point fixe et les c6tes d'un quadrila- 
tere gauche coupent les c6tes opposes AB, BG, CD, DA en des^ 
points A', B', C', D', tels que Ton ait 

A^ "B^ 1?C WD _ ^ 

a¥ ' BX "(75 ' dT " 

Reciproque. 

20. Un plan P coupe les c6tes d'un quadrilatere gauche en de& 
points A', B', G', D' ; demontrer que les conjugues harmoniques de 
ces points par rapport aux sommets correspondants sont dans un 
m^me plan. 
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2i. Un plan coupe les cdtes d'un qiiadrilatere gauche en des 
points A', B', C, D' ; on prend les syraetriques A", B", G% D" de 
ces points par rapport aux milieux des cdt6s correspondants ; 
demontrerque A*, B". G", D"sont dans un m6me plan P'. Ces plans 
rencontrent la diagonale AG en des points et 0'. Quelle rela- 
tion lie ces points? Peuvent-ils 6tre confondus? * 

22. Dans un tetraedre, les, droites qui joigoent les milieux des 
aretes opposees, les droites qui joignent lessommets aux points de 
rencontre des medianes des faces opposees sont sept droites con- 
courantes ; leiir point commun est au milieu des trois premieres 
et au quart des dernieres. 
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537. Somme g6oiii6trlque de deux vecteurs. — Soient AB et 

CD (fig. 393) deux vecteurs quelconques ; par un point menons 

un vecieur OM Equipollent^ AB, etparrextr^mitE M, menons 

un vecteur STSP Equipollent a CD ; le vecteur OM' est appelE 

la somme geomdtrique des vecteurs AB et CD. 

Si nous achevons le pa- 
rallElogramme OMM'Mi , 
nousvoyons que les vecteurs 

OMi, MiM' sont respective- 

ment Equipollents k MM', 

OM ou encore k CD, AB, 
c*est-k-dire, que la sorame 
gEomEtrique de ces der- 
niers est encore OM'; on 
en dEduit que la somme 
giom4trique de deux vecteurs est inddpendante de Vordre dans 
lequel on les ajoute; c'est la diagonale du paralUlogramme dont 
les cdtis sont respectivement ^quipollents aux deux vecteurs . 

538. Somme g6om6trlque de plusieurs vecteurs. — Etant 

donnes des vecteurs AiBi , A^Ba , . . . , AnB„ dans un ordre 
dEterminE, on appelle somme g^om^trique de ces vecteurs le 

vecteur obtenu en ajoutant A2B3 a AjBi , puis A3B3 k la pre- 
miere somme, etainsi de suite, jusqu'a ce que Ton ait pris tons 
les vecteurs. 




A." ♦ *^ 
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La somme g^om^trique jouit des m^mes propri^t^s que la 
somme alg^brique ; il suffira d'^tablir qu'elle ne change pas 
quand on intervertit I'ordre de deux vecteurs cons^cutifs, pour 
en d^duire, par un raisonnementconnu, toutes les autres pro- 
priet^s. 

Gonsid^rons les deux series de vecteurs 



aIb., 



AjOj , Aj_(_iBy^i, ..... Atibn, 



i+«'*/-+-l» 



A,B„ 



A,B 



n> 



qui ne different que par Tordre des vecteurs A;B;, Aj^iBj^i. 

Pour faire les deux sommes, on 
ajoutera dans le m6me ordreles 
j — 1 premiers vecteurs et on ob- 
tiendra dans les deuxcasun m6me 

vecteur OM (fig. 394) ; dans le^ 
premier cas, on ajoutera le vec- 
teur MM' Equipollent a AJBj, ce 
qui donnera la somme partielle- 

k laquelle on ajoutera 




Fig. 394. 



OM', 



le vecteur M'M'' Equipollent k 

Aj_^.iBj^i et on obtiendra ainsi OM''. On peut remarquer que 

le vecteur MM" est la somme gEomEtriquede MM' et wW" de 

telle sorte que, au lieu d'ajouter successive men t A^B^ et 

A;_^.iBy_^i, on peut ajouter k OM leur somme gEomEtrique. De 
m^me, dans le second cas, au lieu d'ajouter success! vementi 

OM les vecteurs A/_,_iBy_^i et AyBy, on peut ajouter leur 
somme, qui est EquipoUente a la prEcEdente; on obtiendra done 

encore OM". 

Les vecteurs suivants se succEdant dans le m^me ordre dans 
les deux series, on aura simultanEment les m^mes sommes par- 
tielles et,finalement,lessommesgEomEtriques serontles m6mes* 



Rgmarque I. — Dans la construction de la somme gEomEtrique,. 



^ 
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les vecteurssuccessifs ( AiBi -h AaB,), (AiBi -h A2B2 -h AjBs) 
ne servent que d'interm^diaires et rien ne sera change dans le 
r^sultat si on les supprime. Cela revient k effectuer la con- 
struction de la manifere suivante : par un point (fig, 395) 

on m^ne un vecteur OMi Equipollent k AiBi; par Mi, on m^ne 

un vecteur Equipollent k A2B2, et ainsi de suite ; I'ensemble 
forme une ligne brisEe dont les cotEs sont Equipollents respec- 

tivement a AiBi, ..., AnBn. La somme gEomEtrique a alors 
pour origine et pour extrEmitE, Torigine et TextrEmitE de cette 
ligne brisEe; elle forme avec elle un polygene, que Ton appelle 
poly gone de composition. 

Rbbiarque II. — Si Ton prend la figure homothEtique de ce 

polygone par' rapport au point 
(fig. 395), on forme un nouveau 
polygone de composition relatif k 
desvecteurs OMi', Mi'Mj', ..., paral- 
l^les aux premiers et dont les rap- 
ports aux premiers sont Egaux. 

11 en rEsulte que si Ton multiplie 

des vecteurs par un nombre a, la 

somme gEomEtrique des nouveaux 

y. g^ vecteurs, qui est unique, pourra se 

dEduire de la premiere par une 
homothEtie de rapport a. 




Ai 



■ 'i 






i 



539. Gas de trois vecteurs non 
parall^les ^un mdme plan . — Soient 



■f 



/ 



►mme gEomEtrique des deux pre-p/ /./... ^b 

iers est la diagonale du parallElo- n. // /^ \ 



trois vecteurs OA, AB, BG (fig. 396) 

non parallMes k un meme plan; la 

somi 

miers 

gramme OABD ; si Ton construit le pa- 

rallElEpipMe de base OABD etd'arEte 

BC, la somme gEomEtrique OC des 

trois vecteurs est dans leplan diagonal OBC; c'est une diagonale, 

QR^VT. — COaiPL. DE Q^OM. n 




Fig. 396. 



':;? 
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j^. La somme g^ometrique de trois vecteurs non paraUeles d un 

mSme plan est la diagonale du paralUlepipede dont les arStes 
sont iquipollentes d ces vecteurs. 



nr 



I. 



540. Vecteurs paraU^les. — Si les lignes d'action des vecteurs 
sont parallMes, le polygene de composition est bne droite et on 
salt que, si Ton repr^sente ces vecteurs par des nombres positifset 
n^gatifs, la mesure de la somme g^om^trique est la somme algebri- 
que des mesures des vecteurs, 

541. Somme g6om6trique nulle. — II pent arriver queiepoly- 
gone decomposition soitferm^; la sommeg^om^triqueestalorsun 
vecteurnul, puisqueson extr6mit6coT[ncideavecson origine. Ainsi 
dansle cas particulierde trois vecteurs, la condition n^cessaire et 
suffisante pour que leur somme g^ometriquesoit nulle est qu'ils 
soient equipollents aux c6t4s d'un triangle^ dont on parcourt le 
p^rimfetre dans un sens d^termin^. 

542. Decomposition d'un vecteur. — Ce probl^me consiste k 
trouver des vecteurs dont la somme g^om^trique soit donn^e ; 
il est en g^n^ral ind^termin^ ; nous le traiterons dans quelques 
cas simples, en imposant d'autres conditions qui ach^vent de 
determiner le problfeme. 

Probleme I. — Decomposer un vecteur AB (fig. 397) en deux 

autres dont on donne les lignes d'action. 

Les vecteurs composants formeront avec 
AB un triangle dont deux cot^s AC, BCseront 
paraUeles aux lignes d'action donn^es ; on 
obtient done imm^diatement ce triangle et 
les vecteurs sont Equipollents k AC et CB- 

Probldme n. — Decomposer un vecteur 

C AB (fig, 397) en deux autres dont Vun DE 
est donne. 

AB sera la somme g^om^trique du vecteur AC Equipollent 




V 
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k DE et d'un autre vecteur qui est le troisieme cot^ dirig^ CB 
du triangle construit avec les vecteurs AB, AG. 

On peut remarquer que CB est la somme g^ona^trique deCA 

et .AB, c'est-k-dire du vecteur AB et du vecteur CA oppose k 

AC ou DE. CB est appel6 la difference geomitrique de ABet DE. 

Probl^me HI. — Decomposer un vecteur AB {fig. 398) en deux 

autres dent on doyine les longueurs. 

Le problfeme revient k construire un 

triangle dont on connait les trois 

c6t6s. Toutefois, les deux solutions 

ACB, AC'B, qui sont identiques quand 

. il Skagit de triangles, ne le sont plus 

ici ; les vecteurs AC et AC, d'une 

part, et les vecteurs CB, CB? d'autre 
part, n'ayant pas la meme direction. 

Probl^me IV. — Decomposer un vecteur AB en trois autres 
dont on donne les lignes d' action non paralleles a un meme plan, 

II suffit de construire un parallel^pipMede diagonale AB et 
dont les aretes aient des directions donn^es ; a cet effet, par B, 
on mene nno parallele A a Tune des directions; par A, on 
m^ne des paralldles aux deux autres directions; leur plan coupe 

A en C. AB est alors la somme g^ometrique de AC et CB ; il 

reste k decomposer AC suivant les directions trac^es k partir 
de A. 

II semble, d'aprfes cette construction, que le problfeme ait 
plusieurs solutions, puisque Ton a choisi arbitrairement la 
direction A ; on verra qu'il n'en estrien, en remarquant que par 
A et B passent toujours trois ar6tes du parall^l^pipMe qui ont 
chacune une direction distincte. 

543. Calcul d*une somme g^om^trique. — Proposons-nous de 







1 ." 
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determiner les elements m^triqueS; longueurs et angles, qui 
interviennent dans les problemes que nous venons de trailer : 

i" Gas de deux vecteurs. — Si AB {fig. 399) est la somme 
g g^ometrique de deux vecteurs AG, CB, on 




a dans le triangle ACB 
AB BC 



GA 



Fig. 399. 



sin G sin A sin B 
Si Ton remarque que Tangle G est le 
supplement de Tangle (GB, AG)> que A 
et B sont respectivemcnt dgaux aux an- 
gles (aB, AG) et (gB, AB), en choisissant 
convenablement le sens de rotation direcle, on peut^crire 

AB _ BG _ GA 

sin ( GB, AC) sin (aB, AG) ' sin (CB, AB) 

On pent d'ailleurs remarquer que si Ton change le sens de 
rotation directe, les formules subsistent, puisque cela revient a 
changer les signes des denominateurs ; si Ton d^signe par R, 

Ft et Fa les vecteurs AB, AC, CB et par r, /*i et /i les nom- 
bres qui mesurent leurs longueurs, on a 

A ^ A 

sin(F2, Fi) sin(R, Fi) sin (Fg, H) 

2^ Gas de trois vecteurs doDt la somme geom^trique est 
nulle. — Si trois vecteurs Fi, F2, F3 ont une somme g^om^tri- 
que nulle, le polygone de composition est ferme ; c'est un triangle 

ABC {fig. 399), dans lequel AB, BC, GA sont ^quipoUents 
respectivemcnt a Fi, F2, F3. On a done, en d6signant par 
fu U> A leurs longueurs, 

A ' A _ A 

sin G sin A sin B 
Lesangles G, A, B sont d'ailleurs les supplements des angles 
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(CA, BC), (AB, CA), (BC, AB) ou de leurs opposes suivant le 
sens adopts pour ta rotation directe ; on aura dans tous les cas 

A ^ U ■ ^ A 

sin (F3, F2) sin (Fi, F3) sin (F2, Fi) * 

Reciproquementy si ces conditions sont reraplies, il existe un 
triangle dont les col^s sont /*i, f^, f^ et dont les angles sont les 
supplements des angles (F3, F2), (Fi, F3), (F2, Fi); lescot^sde 
ce triangle peuvent Mre pris paralleles aux vecteurs donnas, dont 
Ja somme g^om^trique est alors nulle. 



3** Gas de trois vecteurs non paralldles a un m6me plan. — 

Nous n'examinerons que le cas par- 
ticulier oil les directions de ces 
vecteurs forment un trifedre trirec- 
tangle ; le parall^l^pipfede de compo- 
sition est alors rectangle. 

La somme g^om^trique AG des 
vecteurs ^, f^ {fig. 400) a pour 

longueur 

AC = vZ/TTTI, 

Fig. 400. 

le triangle ABC 6tant rectangle. 
D'autre part, le triangle ACD est ^galement rectangle et on a 

AD = v^acmTI = v^Tf^THTi- 

On voit 6galemerit que si y d^signe Tangle aigu form6 par /*$ 
et AD, on a 




cos 7 = -7 — = 



A 



?2 



AD ^fi-i-fi^fi 

On trouverait de m^me pour les angles p, a de AD et ^j de 
ADet fi 

cosp = 



A 



cos a = 



A 



'^l 
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EXERCIGES 

■ 

1. On consid^re des vecteursobtenusenjoignant un sommet d'un 
hexagone regulier aux autres sommets. Trouver leup sotnme geo- 
metrique. 

2. Generaliser le probleme precedeat en remplagant Thexagoae 
par un polygohe regulier de n c6tes . 

3. Trouver la somme geometriquedes vecteurs qui ont pour ori- 
gine le point de rencontre des hauteurs d'un triangle et pour 
extremites les sommets. 

4. Mdme probleme en remplagant le point de rencontre des hau- 
teurs par le point de rencontre des medianes on par le centre du 
cercle circonscritau triangle. 

5. Trouver la somme geometrique des vecteurs qui ont pour 
extremit6s les sommets d'un quadrilatere convexe et pour origine 
le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des c6tes 
opposes. 

6. Trouver la somme geometrique des vecteurs qui ont pour ex- 
tremites des points donnes et pour origine le centre des moyennes 
distances deces points. 

7. Trouver la somme geometrique des vecteurs qui ont pour ori- 
ginfe le centre du cercle circonscritkun triangle, dont les directions 
sont perpendiculairesauxc6teset dont les longueurs sont propor- 
tionnelles a ces c6tes. (On examinera deuxca^, suivant les sens de 
ces vecteurs.) 

8. Trouver la somme geometrique des vecteurs ayant pour ori- 
gine le centre de la sphere circonscrite a un tetraMre, perpendi- 
culaires aux faces et proportionnels aux aires de ces faces, ces 
vecteurs etant tons diriges vers les faces. (Distinguer plusieurs 
cas.) 

9. Etudier la variation de Tangle de deux vecteurs Fi et F2 sachant 
que leur somme geometrique a pour longueur la demi-somme 
des longueurs fi et /*2 de ces vecteurs. 

10. Demontrer que la somme geometrique de n vecteurs qui ont 
mSme origine passe par le centre des moyennes distances de leurs 
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extr^mites, si on lui donne pour origme Torigine commune des 
vecteurs. Quelle esl sa longueur ? 

11. On joint un point M aux sommets d'un parallelepiped e ; 
trouver le lieu de ce point de fagon que la somme geom^trique 
des vecteurs ainsi obtenus ait, soit une longueur donnee, soit une 
direction donnee. 

12. Decomposer un vecteur en deuxautres, connaissant la lon- 
gueur de Tun et la direction de Tautre. 

13. Decomposer un vecteur en deux autresrectangulaires et dont 
la somme des longueurs soit /. 

14. Decomposer un vecteur en troisautres, connaissant les direc- 
tions de deux d'entre eux et le troisieme. 

15. Decomposer un vecteur en troisautres, connaissant Tuad'eux, 
]a direction du second et la longueur du troisieme. 

16. Decomposer un vecteur en trois autres, connaissant la lon- 
gueur de Tun deux, les directions des deux autres et le rapport de 
leurs longueurs. 
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544. Definitions. — On Sippelle projection d*un point A sur un 
plan parallelementkune direction A le pied sur ce plan de la 
parallfeie k A men^e par A. 

On appelle projection d'un point A sur une droite parallfele- 
ment k un plan P le point de rencontre de cette droite et du 
plan men^ par A parallfelement k P. 

On appelle, dans les deux cas, projection d'une figure le lieu 
des projections de ses dilf^rents points ; en particulier, la pro- 
jection d'un vecteur AB est le vecteur aft, qui a pour origine a 
et pour extr6mit6 b les projections de Torigine A et de Textr^- 

mite B du vecteur AB. 

On appelle contour potygonal ferm4 un polygone dont les 
cotes sont supposes parcourus dans un sens d^termin^ de telle 
sorte qu'un mobile, partant d'un sommet du polygone, passe 
successivement par les diff6rents sommets sans parcourir deux 
fois le meme c6t6. Les c6t6s sontalors des vecleurs. 

545. Th6or6me des projections. (£nonc6 g^omdtrlque). — 

La projection de la somme g^ometrique de plusieurs vecteurs est 
la somme geometrique de leurs projections. 

Nous 6tablirons d'abord le lemme suivant : 

Les projections de deux vecte urs ^quipollentssontdquipollentes. 

Soient AB et CD {fig. 401) deux vecteurs 6quipollents, ab 
et cd leurs projections sur un axe ; menons les parallMes AB', 
CD' k Taxe ; les plans ABB', CDiy ayant deux droites respective- 
ment parallMes, sont parallfeles ; ils coupent done les plans pro- 
jetant B et D suivant des parallfeles BB', DD'. Les triangles- 






» 
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Pig. 401. 



ABB', ODD' ont leurs c6t6s parallfeles et AB = CD ; ils sont 

^gaux ; on en 
coDcIutr^galit^ 
des c6tes AB' 
etCD'; d'autre 
part, ces droites 
sont respective- 
ment ^gales k 
ah et cd comme 
parallfeles com- 
prises entre 
plans parallfe- 

les ; il en rfoulte que ab et cd sont des longueurs 6gales. 

D'ailleurs, les vecteurs AB et CD ayant m^me sens, les plans 
projetant A et C se d^plaeent par translation dans le m^me 
sens quand ils vont de A vers B et de G vers D ; il en resulte 

que ab et cd sont parcourus dans le ni^me sens ; comme ils ont 
meme longueur, ils sont ^quipoUents. 
La demonstration pr^c^dente est en d^faut si ab est un vec- 

teur nul ; AB est alors parallfele k la direction de plan projetant; 

il en est de m^me de CD et cd est un vecteur nul ; nous pouvons 

encore dire que ab et cd sont 6quipollents. 

Ceci pos6, consid^rons des vecteurs AjBi, ..., AnBn et 

leurs projections Oi^i, . . ^a^bn. La somme g^om^trique 
des premiers s'obtient en formant le polygone de composi- 
tion OM1M2 . . . Mn dont les c6t6s OMi, M1M2, . . . sont respec- 
tivement ^quipoUents k AiB^, A2B2, . . . ; sion projette ce poly- 
gone en omiin^ . . . Wn, on obtient des vecteurs omi, m\m^^ . . . 
respectivement 6quipollents k a^b^ fl2^2» • . • ; la somme g^o- 

m^trique de ces derniers est done oruny projection de OMn, 
somme g^om^trique des vecteurs donnas. 

Remarquis L — Si un contour polygonal est ferm4, sa projec- 
tion est alors un vecteur nul. 
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itEHABQUE II. — La demonstration suppose qu 
)jections sur un axe ; on pourrait eu donner u 
ble relatiyement aux projections sur un plan. 

i46. Th£or6iiie des pro]ec(loD8.(£noDc4 algAl 

sure de la projection de la somme giomitriqv. 

leurs SUR UN ase est la somme algibriqae des m 

lions des vecleurs. 

iupposons que Ton projette sur uu axe, sur lequel on a cboisi 

sens positif ; les projections des vecteurs serotit mesur^es 

■ des nombres positifs et n^gatifs et le th^or^me r^sulte 

m^diatement de ce qui a ^t^ dit pr4c4deininent (S40). 

Sn particulier, la projection d'un contour polygonal fermi sur 

axe a povr meture z6ro. 



>47. Pour pouvoir appliquer facileniient ce thtor^me, il faut 
oir ^valuer la mesure de la projection d'un recteur ; nous 
blirons, k cet efTet, le thtor^me suivant ; 

rh^or^me. — La mesure de la projection d'un vecleur sur un 

: dirigi OX [fig. 402) est le produit de lamesure de ce vecteur 

Faxe dirigi O'X' qui le parte ou lui est paralUle, par la 

mesure de la projection du 

vecleur unit4 pris sur O'X'. 

Les projections de vec- 
teurs ^quipolieots ^tant 
^quipollentes, on peut sup- 
poser que le vecteur AC 
consid6r6 et le vecteur unil6 
AB soiit sur I'axe O'X' et 
out mgme origine A. Les 
plans men^s par A, B, C 
4tant parallMes, on a 
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I 

D'autre part, sL les vecteurs AB, AC ont m^me sens, A n'est 
pas entre B et C ; le plan projetant A n'est pas entre les plans 

projetant B et G ; a n'est pas entre 6 et c ; a6 et ac ont 

m^me sens; on voit de m&me que si AB et AG ont des sens 

difl^rents, ah et ac ont des sens diS^rents, de sorte que les 
rapports 

* AG , ac 

— et -zzz 

AB ab 

sont en meme temps positifs ou n^gatifs ; ils ont d'ailleurs 
m6me valeur absolue et sont par suite ^gaux : 

AG __ ac 

AB 'ab 

AB 6tant le vecteur unit6 sur O'X', • le premier rapport est la 

mesure de AG ; dans le second, oq pent remplacer les vecteurs 
par les nombres y, ^ qui les mesurent; on a done 

Y = mes. de AC X P . 

Remarque. — Le nombre p, qui mesure la projection sur OX 
du vecteur unit6 port6 sur O'X' est appeld le paramHre de pro- 
jection. 

548. Projectlokis orthogonales. — Lorsque la direction des 
projetantes est perpendiculaire au plan sur lequel on projette, 
ou que la direction de plan projetant est perpendiculaire k Taxe 
sur lequel on projette, on dit que les projections sont ortho- 
gonales. 

Le paramfetre de projection est alors, par definition, le cosinus 
de Tangle (O'X', OX). 



ReprdsentatioD analy tique des vecteurs. 

549. Coordonn^es d'un point.— Consid^rons un trifedre trirec- 
tangle Oxyz {fig, 403) dont chaque arete constitue un axe ayant 
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origine et le sens positif; les prolongemeDls 0^,0^', 
Oi' serontdirig^s dans le sens 
n^gatif. 

Ce syst^me de trois aues est 
appel4 syst&me des axes coor- 
donnis. 

Soit M un point quelconque; 
par ce point, menons des plans 
y perpendiculaires aux axes ; ces 
plans determinent les projec- 
tions Q, R, S de H sur les 
axes ; nous appellerons coor- 
donniesAe U lesnombresqui 
mesurentJesvecleurs OQ, OB, 
le premier est Vabsctsse, le second I'ordonnie, et le troi- 
e, la cote de M. 

1 voit qa'k tout point M correspond un ensemble de trois 
bres a, b, c qui sont ses coordonn^es. 
kiproquement, ^tant donn^ un syst^me de trois nombres 
, c, il existe un point H unique ayant pour abscisse a, 
■ ordonn^e b et pour cote c. 

1 effet, si Ton conslruit les vecteurs OQ, OR, OS portes 
x'Ox, y'Oy, s'Os et mesur^s par a, b, c, les plans 
endiculaires k ces axes men^s par Q, R, S formentavec 
plans coordonn^s un parall^l^pipMe rectangle dont le 
met M oppose a a pour projections Q. R, S et, par 
'., a pour coordonn^es a, b, c ; il est d'ailleurs le seul qui 
les coordonn^es, pourvu qu'elles soient prises dans I'ordre 



0. ProlecllODsd'un vecteur. — Les COOrdonn^es a, h, c 
loint M ne sont autre chose que les projections du vecteur 
ou detout vecteur Equipollent ; M ^tant d^termin^ quand 
;onnait les nombres a, b, c, on voit que le vecteur OM 
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est d^terrain^ quand on se donne ses projections surtrois axes 
formant un trifedre trirectangle, etant entendu qu'ici nous ne 
distinguons pas deux vecteurs ^quipollents; en termes plus 
precis, les projections d'un vecteur d^terminent sa longueur, sa 

direction et son sens. 

Nous pouvons reraarquer que le vecteur OM, diagonale du 

parall614pipede d'aretes OQ, OR, OS est la somme g^ometri- 
que de ses projections, ce qui confirnie ce qui pr6cfede. 

Proposons-nous de trouverles relations qui lient un vecteur et 
ses projections : 

Soient F la longueur du vecteur OM ; X, Y, Z les raesures 
de ses projections, a, p, y les angles du vecteur avec les axes 
coordonnds. 

On a immMiatement 

X = Fcos a, Y = F cos^, Z = F cos y, 

et (543) 

X2 4-Y2H-Z2 =F2; 

on en d^duit la relation suivante entre les angles d*une direction 
avec trois directions rectangulaires 

COS^ a-f- COS^ P -h COS^ y = 1 . 

551. Somme g^om^trique. — Consid6rons des vecteurs 
Fi, . . . F„, dont les projections sur les axes sont respectivement 

Xi, Yi, Zi ; X2, 12, Z2 J • • • > X„, Y;,, Zn. 

La projection X de la somme g^ometrique sur x'Ox sera la 
somme des projections Xi, X2, ...,X„; dememe, Y projection 
dela somme g6om6trique sur y'Oij seralasommede Yi, Y2, ..., Yn 
et la projection Z de la somme geom^trique sur z'Oz sera la 
somme de Zi, . . . , Zn ; on a ainsi 

i=n i=n i=n 

1=1 i=l 1=1 

Nous pouvons remarquer que ces relations ont lieu aussi bien 
entre les vecteurs qu'entre leurs mesures, puisquMl s'agit de 
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ligned'action. On d 
trique 



:i = v-X' + Y' + Z' 

P, y qu'elle fait av 
Y 

cosp = — . 



brmules prec^ent^s resuiveni wuies les 
. composition ou k la d^mposition de& 
tlifient s'il s'agit de vecteurs parall^les k 
choisir pour plan xOy ; les quantity Z 
piemen t 
= SXi, Y = SY(, 



^crit qu'un vecteur AB est la somme g^o- 
recteurs A,Bi> ' ' ■ > AnB„ par une ^alit^ 

= 'a^+ . ..+aX 

■poltence pour la distinguer de I'^galit^ 

rime nullement I'^galit^ du nombre qui 

somme des nombres qui mesurent 

ns que lous ces vecteurs ne soient paral- 

n^ral, k I'ensemble de trois 4galit^s alg4- 
mpla^ant dans I'^quipollence les vecteurs 
•s projections sur trois axes rectangulaires. 



giometrique de deux vecteurs le produit de 
isinus de leur aDgle. D^montrerque le pro- 
ecteur A et d'une somme geomelriqiie S 
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est la somme des produits geometriques de A et de chacun des 
vecteurs de S. 

2. Monlrer que le produit geometrique de deux sommes geome- 
triques S et S' est la somme des produits geometriques des vec- 
teurs de S combines a ceux de S'. 

3. Demontrer que si deux directions fontavec les axes des angles 
a, p, y; a'. P'> t'» ^^^^ angle est donne par 

cos V = cos a cos a' -h COS f COS p'+ cos Y cos y'. 

4. Demontrer que la somme geometrique de plusieurs vecteurs 
Fi, . . ., F„ a pour longueur 

v/sFf + 22:FfF; cos (Ff, ¥j) . 

5. Determiner la somme geometrique de six vecteurs de m6me 
longueur, ayant pour origine le sommet A d'un cube et diriges 
suivant les aretes et les diagonales des faces issues de A. 

6. Sur les aretes d'un cube issues d'un sommet A et dans le 
sens de ces arfites, on porte trois vecteurs d'origine A et de lon- 
gueurs 1, 2, 3. Trouver la somme geometrique. 

7. Trouver la somme geometrique de trois vecteurs de longueurs 
1, 2, 3 diriges suivant Oa?, Oy, Oz et d'un vecteur de longueur 
4 egalement incline sur les axes Ox, Oy, Os et dirige de vers 
rinterieur du tri6dre Oxyz, 

8. Trouver les longueurs de trois vecteurs egaux diriges suivant 
les bissectrices des angles xOy, yOz/ zOoo, sachant que leur somme 
geometrique a poor longueur 3. 

3 3 

9. Decomposer un vecteur dont les projections sont --> -r- et 

1 

•7= en trois autres, I'un, dirige suivant Oa?, Tautre dirig6 sui- 

v2 

vant Oy, le troisieme faisant avec Ox et Oy un angle de 60*. 

10. Un vecteur a pour longueur 3, fait avec Ox un angle de 45°, 
avec Oy un angle de CO®; calculer sa projection sur Taxe qui fait 
avec Ox, Oy, Oz des angles egaux. 
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Moments par rapport d un point. 



552. Moment a1g6brlque. — On appelle moment alg4hrique 

d'un vecteur AB par rapport a un point un nombre dont la 
valeur absolue est le produit des nombres qui raesurent AB et 

la distance de k la ligne d'action de AB; il est positif ou 
n^gatif, suivant qu'une demi-droite OX, tournant de OA vers 

OB en rencontrantconstamraentle vecteur AB, se d^place dans 
le sens direct ou dans le sens r^tfograde ; on le repr^sente par 

(ab.o). 

On voitimmMiatement que la valeur 
absolue du moment alg^brique est le 
double du nombre qui mesure Taire 
du triangle OAB; ce moment ne peut 
done etre nul que dans deux cas : 

i° Si AB est un vecteurnul^ 

2° Si est sur la ligne d' action de 

AB, car la distance de k cette droite 
est alors nulle. 
On vpit de meme que le moment ne depend pas de la posi- 
tion du vecteur sur sa ligne d'action ; nous pouvons remarquer 
que, jusqu'k present, nous avons confondu les vecteurs ^qui- 
pollents ; la notion de moment permet d'aller plus loin et de 
distinguer des vecteurs qui ont des lignes d'action parall^les, 
mais non confondues. 

Remarque. — Si deux vecteurs sont opposes, ils ont memo 
longueur, meme ligne d'action et des sens diff^rents; leurs 




Fig. 404. 
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moments par rapport k un point seront done des nombres 
opposes 

(ab.o) = -(BA.O). 

£n particulier, si I'on consid^re un triangle ABC, dont les 
cot^s sont des vecteurs, dontJes sens sont d^termin^s parle 
mouvement d'un mobile qui dtoit le p^rimfetre, le moment 
d*un c6t6 par rapport au sommet oppos6 est constant; sa valeur 
absolue est le double de Taire du triangle et son signe depend 
uniquement du sens de parcours sur le triangle. 



553. Th6or6me de Varignon. — Si plusieurs vecteurs sont 
siluSs dans un meme plan et sont concourants, le moment algi- 
brique de leursomme geomitriquemeniepar leur point deconcours 
est la somme des moments algebriques des pecteurs^ tous ces moments 
eiant pris par r-apport d un meme point du plan des vecteurs, 

Etablissons d'abord le letntne suivant : 

Le moment algebrique d'un vecteur AB {fig. 405) par rapport 
4 un point est le produit des nomhres qui mesurent la distance 

OA et la projectio7i du vecteur AB sur 
un axe dont la direction positive OX 




n 



—- avec OA. 



fait V angle 

La valeur absolue du moment (AB.O) 
est le double du nombre qui mesure 
Taire OAB ou 

OA X BB', 

BB' 6tant la distance de B a OA, c*est-k-dire la longueur de la 

projection de AB sur OX. 

D'autre part, si B est dans Tangle AOX, la projection de AB 
sur OX est positive et la rotation de OA vers OB s'effectue 
dans le sens direct ; le moment est positif. Si B n'est pas dans 

Tangle AOX, la projection de AB sur OX est negative et la 
rotation de OA vers OB s'effectue dans le sens retrograde; le 
moment est n^gatif. 

QREVT. — COMPL. DE G^OM. 3 
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On a done, dans tous les cas 

(AB.O) = OAxproj. de AB. 
Geci pos6y consid^rons des vecteurs ABi, . .., ABn issusf) de 
JV et leur somme g^om^trique AR ; on a 

(AB^.O) = OA X proj. AB^, 



• • • » 
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(AB„.0) =OAxproj.AB, 
ou, en ajoutant, 

21 0^'^) = OA x2S proj. AB;. 

Or, d'apr^s le thtoiime des projections, le second membre est 

OAxproj.AR ou (AR.O), 
ce qui ^tablit le Ih^orJme. 

554. Moment liii6aire. — Le plan dans lequel se trouve un 
vecteur AB et le point par rapport auquel on prend son 
moment 6tant orient^, a un axe (395) ; on peut alors mener cet 
axe par le point et porter un vecteur mesur^ par le moment 

alg^brique (AB.O); c'est le momew/ liniaire de AB par rapport 

k 0, que nous d^signerons encore par la notation (AB.0). 

Si lo moment alg^brique est positif,le moment lin^aire est dirig4 
suivant Taxe positif du plan et un observateur plac6 lelong de 
Taxe positif voit la rotation de OA vers OB s'effectuer dans le 
sens direct ; si le moment alg^brique est n^gatif, le meme obser- 
vateur voit la rotation de OA vers OB s^eifectuer dans le sens 
retrograde ; il en r^sulte que si un autre observateur est le long 
de la direction negative de Taxe, c'est-a-dire, dans le cas actuel* 
dans le sens du moment lindaire, il voit la rotation de OA vers 
OB s'effectuer dans le sens direct. 

En resume, pour un observateur dirige dans le sensi du moment 
liniaire (AB.O), la rotation de OA vers OB est directe. 

(*) lis peuvent ne pas avoir pour origine le point A, pourvu que leur 
ligne d'action passe par A, puisque le moment ne change pas quand on 
d^place un vecteur sur sa ligne d'action. 
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Remarque. — On peut cohstruire le moment lin^aire de la 

mani^re suivante. Consid^rous un 
triMre OAXY, trirectangle et de 
B sens direct (410) dont deux aretes 
sont Tune OA, Tautre la demi-droite 
qui, dans le plan OAB, fait Tangle 



X 





Fig. 406. 



-^ avec OA. Le sens direct est, 

dans le plan XOY, celui qui am^ne 

It • 
OX sur OY par une rotation de -5- • 

Si Ton projette AB en OB' sur OX 



ou son prolongement OX', la rotation de H — ^ autourde OA 

amfenera OB' sur OY si OB' est positif et sur OY' sll est 

n^gatif ; dans les deux cas, la nouvelle position OB" de OB' aura 

m6me direction et meme sens que le moment lin^aire (AB.O), 

puisque OY est Taxe positif relatif au plan OAB. Si Ton mul- 

liplie maintenant OB" par le nombre qui mesure OA, on aura 
le moment lin^aire lui-meme. 



555. Tli6or^me de Varignon. — Le th^or^me 4tabli (553) 
relativement aux moments alg^briques, peut se traduire en Ian- 
gage gdom^trique, en introduisant les moments lineaires ; cette 
introduction permet m6me d'6tendre le th^orfeme k des vecteurs 
concourants quelconques. 

Theoreme. — Si plusieurs vecleurs sont concourants^ le 
moment lindaire de leur somme giometrique menee'par leur point 
de concours est la somme giometrique des moments lineaires des 
vecteurs^ tons ces moments itant pris par rapport a un meme 
point 0. 

Solent AB^, . . ., AB^ {fig-^^V des vecteurs d'origine A et AR 
leursomraeg6om6triquemen^eparAi,dontonprend les moments 
lineaires par rapport k un point 0. Si Ton suppose tous les plans 
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OABi, . . . , OAB„, OAR orient^s de la mAiue fa^n et si Ton trace 
dans ces plans les demi-droites OXj, . . . , 0X„, OX qui font avec 



7C 



X| 



B 





OA Tangle -4--3-» elles seront 

z 

toutes dans le plan P perpendi- 
culaire k OA au point ; de 
plus, les axes positifs OYi, . . . , OY 
des plans OABi, . . ., OAB«, OAR 
seront tels que les trifedres OAXiYi 
soient directs et une rotation de 



Fig. 407. 



— autour de OA amenera 

simuUan^ment OXi sur OYi, 
OX, sur OY2, . . . , OX sur OY. 

Ceci pos6, projetons les vecleurs ABi, . . ., AB„ et leur somme 

g^om^trique AR sur les axes correspondants OXi, ..., 0X„, OX; 

cela reWent k les projeter sur le plan P ; la projection OR' de 

AR sera la somme g^ometrique des projections OBJ, ..., OB^ des 

vecteurs ABi, ..., AB„. Une rotation de -f--^ amfeneraces 

projections respectivement en OR', OBJ, ..., OB; sur OY, 
OYi, . . . , 0Y„, et OR* sera encore la somme g6om6trique de 
OBj, . . ., OB^ Si enfln on multiplie ces derniers vecteurs parle 
nombre a qui mesure OA, le vecteur OR"' = OR^.a sera la 
somme geom^trique des vecteurs OB?', ..., OBS 6gaux respecti- 
vement k OBJ.a, . . ., OBn.a. 
Or, OR^ est le moment lin^aire (AR.O), OBf, . . ., 0^ sont 

les moments lineaires (ABi.O}, ...,(ABn-0); on a done T^qui- 
pollence 

(aRO) = (ab;.0)-4- . . . -4- (aB^.o), 

qui est la traduction du th^or&me de Varignon. 
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Moments par rapport ft un axe. 



556. D6p]aceiiient aotour d*uii axe. — Consid^rons un point 

- M [fig. 408) qui ^^crit une ligne tie 
rencontrant pas un axe dirig^ I'Oz ; nous 
appellerons sens du diplacement du point 
autour de Taxe le sens dans lequel tourne 
le demi-plan zz'M ; on dira que le point M 
se d^place dans le sens direct ou dans 
le sens retrograde suivant que le demi- 
plan tournera dans Tun ou Tautre sens 
>g' pour un observateur dirig6 suivant I'axe 

Fig. 408. positif . 







557. Moment par rapport ^ un axe. — Soit z'Oz [fig. 409) un 
axe dirig^ et AB un vecteur ; si Ton mfene un plan P per- 

pendlculaire k zOz' et orients de 
fa^on qu'il ait pour axe zOz', 
on appelle moment algebrique 

et moment liniaire de AB par 
rapport k Taxe le moment alge- 
brique et le moment lin^aire de la 

projection ab de AB sur le plan P 
par rapport au pied de Taxe. 
On les designe par la notation 

(aB.Oz). 

La definition fait intervenir un 
plan P ; mais, si Ton remar- 
que que tout deplacement de P est une translation qui ne 
modifie pas son orientation, on voit que les positions relatives 

de ab et de 0, que la grandeur, la direction et le sens de ab ne 

sent pas changes quand P varie ; le moment (ab.O) et, par 

suite, le moment (aB*Oz) ne dependent pas du plan P. 



X,' 



Fig. 409. 
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II est important d'^valuer ce moment sans faire intervenir le 
1 plan P ; il suflSra de s'occuper du moment alg^brique, puisque 
' le moment lin^aire n'est autre chose qu'un vecteur port6 sur 
' z'Oz et ayant pour mesure le premier. 

Lesigne de (aB-Oz) oil de (aft-O) est -*- ou — suivant 
que le sens de rotation de Oa vers Ob est direct ou retrograde ; 
ce sens est d'ailleurs le sens de rotation du demi-plan qui va de 
Oza vers Ozb ou de OzA vers OzB : le moment alg^brique est 
doncpositif ou n^gatif suivant qu'un mobile qui parcourt AB 
de A vers B se d^place par rapport k Taxe dans le sens direct 
ou dans le sens retrograde. 

La valeur absolue est le produit des nombres qui mesurent la 
longueur ab et la distance de a ab. Or, le plan ABa6 etant 
parallfele a Taxe, la distance de k a6 ou k ce plan est la plus 
courte distance entre Taxe et le vecteur AB ; d'autre part, si 
Ton d^signe par cp Tangle aigu de AB avec Taxe, son com- 
plement est Tangle de AB avec le plan P et ab est egal k 

ABcos (-5 ""? ) ou ABsin<p. Desortequesi d est la pi us courte 

distance de AB et de Taxa, / la longueur de AB et cp Tangle de 
AB et de Taxe, la valeur absolue du moment alg^brique 
est Id sin a>. 

On pent encore donner une autre expression de cette valeur 
absolue; prenons sur Taxe une longueur 00' ^gale k 1; le 
volume du tetrafedre 0'0a6 est le tiers du produit Oab x 00' 
ou le tiers de Oab ; mais, Taire Oab est la moiti6 de la valeur 
absolue du moment, en sorte que cette valeur absolue est 
6 fois le volume OO'ab. Si Ton fait glisser les sommets a, b 
sur les paralleles Aa, Bb aux faces du tetraMre, on obtient le 
tetraedre OO'AB Equivalent au precedent ; on en conclut que la 

valeur absolue du moment (AB.Oz) est4gale d six fois lenombre 
qui mesure le volume d'un Utra^dre ayant pour sommets A, B 
et deux points 0, 0' de Vaxe dont la distance est Vuniti de 
longueur, 

Remarque. — Le produit Wsin© ne pent s'annuler que si 
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run des facteurs est nal ; le moment sera nul dans trots cas: 

1*^ / = 0, le vecteur AB est nul, 

2* rf = 0, AB rencontre Taxe, 

3o <p = 0, AB est parallMe k I'axe. 
Ges deux derniers cas se r^duisent k un seul si Ton remarquc 
qu'ils expriment que AB et i'axe sent dans un m6me plan. 

Le moment d*un vecteur par rapport d un axe est nul si le 
vecteur est nul ou sHl esty anec Paxe, dans un mSme plan, II nest 
nul que dans ces deux cas, 

Dans tous les autres cas, on pent remarquer que le moment nc 
change pas si le vecteur se d^place sur sa ligne d'action ; il 
change de signe si Ton remplace le vecteur par un vecteur 
oppos^ ayant mSme ligne d'action. 



558. Th6or6me. — Le moment lin^aire d'un vecteur par rap- 
port d un axe est la projection sur cet axe du moment lin^aire 
par rapport a un point de I'axe. 

Solent OG, OG' {fig. 4iO) les moments lin^aires (AB.Oz) 

et (AB.O); ils ont pour valeurs 
absolues les doubles des nom- 
bres qui mesurent les aires 0^^, 
OAB; si a est Tangle aigu des 
plans OAB, OaA, on a done 

Oab = OAB cos a, 

ou 

OG = OG'cosa. 

D'autre part, les vecteurs OG, 

0& respectivement perpendicu- 
Fig. 410. laires aux plans Oab, OAB font 

entre eux un angle a ou 
ic — a. Si Ton applique le plan OAB sur Oab en le faisant 
tourner de i'angle «, le sens de rotation de OA vers OB sera 
celui de Oa vers 06, puisquee'est le sens du d^placement dn 
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Ozk vers le demi-plan' OzB ; il en rfeulte que le 
viendra sur Os et aura te sens de OG ; ces vecteurs 
itreeus Tangle a et OG est la projection de OG'. 

or^me de Varlgnon. — Si plusieurs vecleurs sont 
. le moment de leur somme giomHriqve menie par 
'. concours est la somme des moments des vecleurt, 
\enii Hani pris par rapport a un m4me axe. 
et, on projette les vecteurs AB,, ..,, AB„ et leur 
n^lrique AR sur le plan P en abf, ..., ab^ et ar, 

(ab;.oi) = (^,.0). 

{ab;.Oj) = (^.0), 
(aR.oO =(ar.0); __ 

e Ih^or^me de Varignon relalifit un point, ar ^tant 
om^trique de abi, . .., aba, 
(^.0)+ - + (^.0) = (^.0), 

KBt.Oz)-i (-(aC.O:) = (aR.Oi), 

Ton peut consid^rer comme alg^brique ou g^o- 



'essiona analsrtiques des moments- 

lent par rapport & nn axe. — Soit AB (fig. 411) un 
t les projections sur les axes sont X, Y, Z et dont 
a pour coordonn^es x, ;/, :. AB 4tant la somme 
des vecteurs X, Y, Z menes par A, son moment 
k I'axe Oz sera la somme des moments de ces vec- 

arall^le k Oz, a un moment nul ; il suffit done d*^- 
jes vecteurs X, Y. 

ill^le au plan zOx ; la plus coarte distance entre X 
distance dii point A au plan zOx, c'est y; I'anglo 
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Fig. 41t. 



de Oz et X ^tant droit, la valeur absolue du moment est yX. 

Cherchohs son signe; si X 
est positif, ii est dirig^ dans ie 
sens Ox et un point se d^place 
sur X dans le sens 0^. Si y 
est positif, on pent toujours, 
en d^pla^ant X sur la ligne 
r d'action, supposer ce vecteur 
dans le diedre xOzy ; il est 
parcouru dans le sens r<5.tro- 
grade autour de Oz, celui de 
zOy vers zOx ; le moment 
est n^gatif et repr^sent^ par — t/X. Si conservant y, on 
change le sensde X, le momentdevient positif, mais, comme X 
est alors n^gatif, le moment est encore — yX, Changer dans 
les deux cas le signe de y revient k placer le vecteur de Tautre 
c6t6 de zOar, c'.est-k-dire, k changer le sens de parcours autour 
de Oz et, par suite, k changer le signe du moment; le moment 
et y ayant change de signe, on a encore — j/X. 

On verrait de lia m^me mani&re que le moment de Y est xY, 
de sorte que Ton a 

(AB.Oz) = arY — yX 

et, en permutant circulairement les lettres, 

(AB.Oa?) = t/Z — sY, 

(AB-Oy) =zX — a:Z. 



561. Moment par rapport k un point. — Le moment d'un 
vecteur AB par rapport au point est un vecteur dont les pro- 
jections sur les axes sont les moments du vecteur AB par rap- 
port k ces axes; si L, M, N sontces projections, on a 

L = yZ — zY, 
M =zX— a:Z, 

NzrxY-^yX. 
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La grandeur du moment est 

et ses angles avec les axes sont donnas par 

L ^ M N 

cos a = 7p> COS 3 = 7r> COSY = -7^ 

(j if (j 




EXERCIGES 



i. On considere les vecLeurs AB, BG, GA et ud point dans le 
plan du triangle; evaluer la somme des moments de ces vecteurs 
par rapport au point 0. G^neraliser. 

2. Trouver le lieu d'un vecteur de longueur et de direction 
donnees, connaissant son moment par rapport a un axe donne. 

3. Trouver le lieu d'un vecteur dont on connaft le moment lineaire 

par rapport k un point et la longueur. ' ' 

• 

A. Un vecteur assujetti a demeurer dans un plan et k avoir iine 
longueur constante est tel que ses moments par rapport a deux 
points et 0' du plan soient dans un rapport constant ; montrer 
qu'il passe par un point fixe. 

5. On considere sur une circonf^rence deux points fixes B et G 
et un point variable A; etudier la variation de la somme des 

moments (AB. 0) et (AC. 0). 

6. On considere les vecteurs OA, OB, OG ; montrer que ia 
somme de leurs moments par rapport au point de rencontre des 
medianes du triangle ABG est oulle. Gen^raliser. 

7. Calculer le moment de Tar^te dirig6e d'un cube par rapport 
au centre du cube ou par rapport a une autre ar6te, ou par rapport 
k une diagonale dirigee. 

8. Calculer le moment de Tarfete dirigee d'un tetraedre r^gulier 
par rapport a Tarfite dingee opposee. 

9. D^montrer que le triangle dont la base est une diagonale d'un 
parall^logramme et dont le sommet est dans le plan du parall^- 
logramme est la somme ou la difference des triangles de m^me 
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sommet et ayant pour bases deux c6tes du parallelogram me issus 
d'une extr^mite de cette diagonale. Generaliser. • 

10. £tant donne un parallelogramme ABGD, d^montrer que le 
tetra^dre OO'AC est la somme ou la difference des tetraedres 
OO'AB, OO'AD. Generaliser. 
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562. Moment resultant d*un systdme de vecteurs. — On 

appelle moment resultant d'un syst^me de vecteurs la somme 
gdom^trique des moments lin^aires de ces vecteurs. 

Ainsi, le moment resultant de vecteurs concourants est, d'a- 
prfes le thtor^me de Varignon, le moment de leur somme g6o- 
m^trique men^e par le point de concours ; il varie done si le 
point ou i'axe par rapport auquel on prend les moments se 
d^place; il sera nul, en particulier, si ce pointest sur la somme 
g^om^trique, et sa longueur augmentera si le point s'en ^loigne. 

En g^n^ral, le moment resultant depend de la position du 
point oude I'axe; pour nous rendre compte de ce fait, nous 
allons examiner d'abord le cas simple oil il n'y a qu'un vecteur. 
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563. Th6or6ine. — Le moment iin^aire d'un vecteur AB par 
rapport d un point 0' est la somme giomitriqne de deux^ 

vecteurs: i« le moment (aB.O), 2** le moment (OC.O') d'un 

vecteur OG Equipollent d. AB. 

Soit AB {fig, 412) un vecteur 
et deux points et 0' ; joignons 
A et et menons par A le vec- 
teur AO' Equipollent k 00^ ; AO' 
Etant la somme g^om^trique de 

AO et A0\ on a 

(1) (ao'.b)=(ao.b)-4-(ao'.b). 

D'autre part, les moments (aO'.b) et (aB.O') ont mftme 
longueur, mesur^e par le double de Taire du triangle AO'B, des 
lignes d'aclion parallMes^ Etant perpendiculaires au plan AO'B, 

mais des sens diff^rents, puisque les rotations de BA vers BO' et 




Fig. 412. 
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de (YA vers O'B sont de sens difT^rents ; ces deux moments 
transport^ en un meme point seront des vecteurs opposes. II 

en est de m6me des moments (aO.b) et (aB.O), (aO'.b) et 

(ab'.o')- 

De r^quipollence (1), on d^duit done 

(ab.oO = (ab.o) -[-(aB.O"). 

Le vecteur OG dtant Equipollent k AB, la figure ABO' est 
d^duite de OG(y par la translation OA; on en conclut que 
(ab.o*) = (OG.O') et on a finalement 

(ab.c) = (ab.o)-4-(6g.o'). 

GoroUaire. — Le moment resultant d'un sysUme de vecteurs 
par rapport d un point 0' est la somme giom^trique du moment 
resultant par rapport a un point et du moment par rapport a 
0' de la somme g^omitrique du systdme menie par 0. 



Soient AiBi, . . ., AnB^ les vecteurs donnas et OR leur somme 
g^om^trique issue de ; on a 

(aa.o') = (aa.o) -h (oc^.oO. 



(a„B„.0') = (A„B„.0) + (0Gn.0'), 



OCi, ..., OCn 4tant les vecteurs Equipollents k AjBi, ..., A„B«. 
D'aprfes les propri^tEs de Taddition des vecteurs, on d^duit des. 
^quipoUences pr^c^dentes 

s(ASi.oO = s[(a«;.0) + (OQ.O')]. 
ou, en groupant les vecteurs du second membre d'autre fa^on, 

s(ai^.o') = s(AdB;.o) -h s(og;.oO . 

D'apr^s le th^or^me de Yarlgnon, la somme des moments des 
vecteurs 0G< par rapport k 0' est OR.O' ; on a done 

i:(a;b;.0') = s(a;bI.0) -4- (OR.OO, 
ou: 

Le moment resultant par rapport k 0' est la somme g4om^- 
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trique du moment resultant par rapport & et du moment de 

la somme gtem^trique OR par rapport k 0'. 

Ce coroUaire permet ainsi de suivre tris simplement la varia- 
tion du moment resultant quand le point 0' varie. 



564. Couple. — On appelle couple I'ensemble de deux vec- 
teurs, dont les lignes d'action sont parall^les, qui ont des sens 
dif!6rents et mftme longueur. 

II r^sulte de cette definition que leur somme g^ometrique est 
nuUe ; quant au moment resultant, il est ind^pendant du point 
choisi ; en effet, si Ton passe d'un point k un point 0\ on 
doit ajouter au premier moment resultant celui de la somme 
g^om^trique ; cette demi^re ^tant nulle, il en est de m6me de 
son moment. 
Le moment resultant est ainsi une grandeur qui caract^rise le 

couple et, pour I'obtenir, il suffit de le calcu- 
ler par rapport k un point quelconque, par 
exerople, par rapport k Torigine A {fig. 413) 

d'un vecteur AB, de sorte que le moment 

(aB.a) etant nul, il suffira d'^valuer 

(a'B'.a). C'est un vecteur AG perpendicu- 
laire au plan du couple et tel que pour un 

observateur plac6 dans le sens AG, la rota- 
tion de AA' vers AB' soit directe ; sa lon- 
gueur est le produit de la longueur A'B' par 
la distance de A a A'B'. 
On appelle la distance des deux vecteurs le bras de levier du 

couple et le moment AG est appel6 Vaxe du couple. 

Remarque. — 11 r^sulte de ce qui pr^cMe que si Ton d^place 
le plan d*un couple parallelement k lui-m^me, si Ton deplace le 
couple dans son plan et si on le d^forme de fa^on que le pro- 
duit du bras de levier par la longueur d'un vecteur ne change 
pas, la somme gtom^trique et le moment du systfeme ne chan- 
gent pas. 
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EXERCICES 



i. Trouver le moment resultant des vecteurs representes par les 
aretes d'ua cube par rapport au centre. On supposera quatre 
vecteurs paralleles et de m^me sens, les autres places suivant les 
Carres de base supposes parcourus dans un sens determine. 

2. Trouver le moment resultant de trois vecteurs. AB, BC^ GA: 
i^ par rapport au point A ; 2o par rapport a un point quelconque. 

3. On partage Thypotenuse d'un triangle rectangle en n parties 
^gales ; trouver le moment resultant des vecteurs issus du som- 
met de Tangle droit et limit6s a ces points de division, par rapport 
k un des sommets de i'angle droit. 

4. Sur les milieux des c6tes d*un triangle, on mene des perpen- 
diculaires sur lesquelles on porte des vecteurs tous diriges vers 
Texterieur et dont les longueurs sont proportionnelles aux c6tes. 
l&ontrer que le moment du systeme par rapport a un point quel- 
conque est nul. 

5. Quel est le lieu des points tels que les moments resultants 
d'un systeme par rapport a ces points soient equipollenls au mo- 
ment resultant par rapport k un point ? 

6. Les moments resultants d'un systeme de vecteurs par rapport 
a deux points et 0' sont egaux ; trouver la direction de la 
somme geometrique supposee non nulle. 

7. Demonlrer que si un systeme de vecteurs a mSme moment 
resultant par rapport a trois points non en ligne droite, la somme 
geometrique est nulle. 

S. On connait la somme geometrique OR d'un systfeme de vec- 
teurs et son moment resultant par rapport a un point 0; trouver le 
lieu des points tels que le moment resultant par rapport a ces points 
ait une longueur constante. 

9. Demontrer que la projection orthogonale du moment resul- 
tant d'un systeme de vecteurs sur la direction de la somme geo- 
metrique est constante. 

10. On consid^re un systeme de vecteurs OAi, . .., OAn etle sys- 
teme O'A'i, ...» O'An forme de vecteurs paralleles aux premiers, de 
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8 et de monies longueurs ; montrer qu'il existe un 
t m€me momcQt resultant que I'eDsemble des deux 
ommeat le d^t«rmine-t-on ? , 

insidfere des vecleurs AB, BC, CD, ■■., FA qui sout 
JD hexagone regulier ; moutrer qu'il existe ud couple ' 
nomeDt resultant; trouver soD_bras de levier si ud 
couple a m^me longueur que AB> 

nsidere trois vecteurs AB, AC, AD represeot^s par les 
:ube; quel vecteurfaut-il leuradjoindrepuur que le sys- 
ail constammcnt m^me moment resultant qu'uo couple 
:teur esl AB et dout le bras de levier a pour longueur 
t I'ase dii couple ? 

Qnne ud couple et ud vecteur AB dans son plan ; quel ■ 
,-il adjoindre au systeme pour que la somme geome- 
moment resultant du nouveau systeme soient nuls ? 

Time geomelriqued'un systeme de vecteurs esl nulle, 
D moment resultant par rapport h deux axes recUngu- 
ntrer qu'il existe un couple ayant constammeut m^me 

;lesystime ettroiiver la direction du plan de ce couple. 

nsidere un t^lraedre ABCD etie systeme de vecteurs 
), BG, CD, DB ; quelvecteiir faut-il lui adjoindre pour 
un couple ayant constamment rngme moment resultant 
me? Determiner ce couple. 
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565. Definitions. — Etant donnas un point et un plan P 
(^fig. 414) qui ne passe pas par ce point, |on appelle projection 
cenirale ou conique m d'un point M de Tespace sur le plan P 
le point de rencontre de la droite OM et du plan. 

est appel^ le centre de projection^ P, Xeptan de projection ; 
la droite OM est la projetante de M. 

On dit encore que la projection conique m est la perspective 
du point M; P estalors appel^ie p/an du tableau^ 0, \e point de 
vue ; on appelle plan de vue le plan parallele au plan P men^ 
par ; ces locutions^ qui d^signent les memes choses que les 
premi^res^ trouvent leur origine dans la representation des 
objets par le dessin ou la peinture. 

On appelle perspective ou projection centrale d'une ligne> 
le lieu des perspectives de ses diff^rents points. 

566. Perspective d*un point. — i° Si un point M (fig, 414) 

n'est pas dans le plan de vue, la pro- 
jetante OM n'est pas parallele au 
plan du tableau et le rencontre en 
un point m, qui est la perspective 
de M. 

i"" Si M est dans le plan de vue, la 
projetante OM est parallfele au plan 
du tableau et M n'a pas de perspective. 
3* Si M est le point de vue, sa perspective est ind^termin^e . 

567. Perspective d'une droite. — 1° Si la droite non situ^e dans 
le plan de vue, passe par le point de vue, elle est la projetante 
de tons ses points, qui ont pour perspective unique le pied de la 

GRlftVY. — COMPL. DB G^OM. 4 




Fig. 414. 
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an du tableau. La droi 



ite, noD situ^ dans le 
par le 




4 dans le plan de rue. 
imt, si Ton joiat ua po 
Qtre en M et m est la 
pour le point /, qui ne 
ppel4 le point de faite i 
lut que les poiats de D 
toiots de fd soat perspe 

dit, la perspective de ! 
tption que pour le poin 

pour le point f de , 
de D. 

e D est dans le plan dt 
ire ; efle a'a pas de pei 



dont aucune n'est dans 
^taat pas dans ce plan 
lueesur les perspectin 
le soat pas dans un pi 
oectires soot distiuctes 
Iroites donu4es est le p 

>ns deui. droites dont 
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de Yue, leur point de concours 0' [fig. 415) ^tant dans ce plan. 
La perspective de ce point n'existe pas; mais les plans proje- 
tants, qui passent par une parallMe 00' au plan du tableau, 
coupent ce dernier suivant deux parall^les k 00' ; les perspec- 
tives des droites sont parall^les, k moins que les plans pro- 
jetants ne soient confondus; il en est alors de m^me des 
perspectives des deux droites. 

S"" Si une des droites est dans le plan de vue, elle n'a pas de 
perspective ; le point commun aux deux droites, ^tant ^ale- 
ment dans le plan de vue, n'a pas de perspective. 

4« Nous avons suppose qu'aucune des droites ne passait par 
le point de vue ; si le fait se produit pour Tune d'elles, sa per- 
spective sera un point situ^ sur la perspective de Tautre si cette 
demifere perspective existe etne se reduit pas k un point. 

En r^sum^, si deux droites sont concourantes, ont des perspec- 
tives et si leur point de concours a une perspective bien ditermi- 
n^e, cette perspective est sur les perspectives des deux droites. 

La r^ciproque de ce th^or^me n'est pas exacte ; on volt, en 
etfet, que si les perspectives de deux droites ont un point com- 
mun A, la droite qui joint le point de vue a A rencontre les 
deux droites, ce qui n'implique nuUement que ces deux droites 
se coupent. 

569. Droites parall^les. — 1^ Considdrons deux droites paral- 
l^les, mais non paralleles au plan de vue ; leurs perspectives 
existeront et passeront par le pied de la parall^le [k chacune 
d'elles men^e par le point de vue. Autrement dit, ces deux 
droites ont m4me point de fuite et leurs perspectives ont ce point 
commun {fig, 415). 

2o Si les deux droites, non situ^es dans le plan de vue, lui 
sont paranoics, elles n'ont pas de point de fuite ; les plans pro- 
jetants, passant alors par deux paralleles au plan du tableau, le 
coupent suivant des paralleles. Les perspectives des deux droi- 
tes sont parall&les. 

3o Si Tune des droites est dans le plan de vue, elle n'a pas de 
perspective. 
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IBM, ii deux droiles onl mime point de fuile, elles 

oh le poiDt de fuite d'une droite existe, il est le 
arall^le Of men^e par le point de vue k cette 
^ulte que toutes les droites dont le point de fuite 
alleles h Of et, par suite, parall^les entre elles. 

dive d'une figure plane. — 1' Si un plan P passe 
e vue sans 6tre confondu avec le plan de vue, les 
ses diff^rents points sont dans P et leurs perspec- 
la trace de P sur le plao du tableau. 
nent, toute droitequi joint le point de vue k un 
trace est projetante de ses points. On en conclut 
ctive du plan est une droite et que toute figure 
a sa perspective sur une droite. 
sption que pour les points de P situ4s sur la droite 
de P etduplandevue;ilsn'ontpasdeperspective. 
in P {fig. 416) ne passe pas par le point de vue et 
IMe au plan du tableau, tous les points de ce plan 
pective, exception faite des points de la droite 
de P et da plan de vue. 

nenf, tout point m du plan du tableau peut^trecon- 

sid^r^ comme perspective d'un 

point M de P ; H sera I'inter- 

section de Om avec P ; il n'y 

a done exception que si Om est 

parall^le au plan P, c'est-k- 

dire, si m appartient k la trace 

sur le plan du tableau du plan 

parall^le it P men^ par le 

point de vue ; cette droite est 

la ligne de fuite du plan P. 

2" Si P eat parallgle au 

plan du tableau, P n'a pas de 

" *'"■ ligne de fuite. Si P estleplan 

de ses points o'a de perspective. 
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571. Plans paralldles.— l**Si deux plans sontparallfeles en tre 
6UX, mais non parall^Ies au plan du tableau, leurs lignes defuite 
existent et sont con fondues. 

Riciproquement^ si deux plans ont m^me ligne de fuite, ils 
sont parall^les au plan d^termin^ par cette droite et le point de 
Yue ; ils sont done parall^les entre eux. 

2o Si deux plans sont parall^les au plan du tableau, ils n'ont 
T)i Tun ni Pautre de ligne defuite. 

Riciproquementy si deux plans n'ont pas de ligne de fuite, ils 
sont parallMes au plan du tableau ; ils sont done parall^les 
entre eux. 

En r^sum^, deux plans parall^les ont mSme ligne de fuite ou 
n'ont ni Vun ni I'autre de ligne de fuite. Si deux plans ont mime 
ligne de fuite^ ou n'ont de ligne de fuite ni l*un ni Fautre, ils sont 

paralliles. 

* 

POINTS ET DROITE A LINFINI 

572. Nous avons vu que la perspective permettait de faire cor* 
respondre point par point un plan P au plan du tableau, c'est-^- 
dire en r^alit^ deux plans quelconques ; toutefois, on a pu re- 
marquer que cette correspondance 6tait en d^faut pour certains 
points, tbutes les fois qu'une projetante 6tait parall^le h Tun ou 
Tautre plan. 

On pent 6nier la complication qui r^sulte de ces exceptions 
en introduisant des locutions nouvelles, qui tiennent lieu du 
mot parall^le et qui ont I'ayantage de permettre de renfermer 
dans un seul ^nonc^ tons les cas possibles, aussi bien les cas 
exceptionnels que les autres. 

Si deux droites sont dans un meme plan, ou bien elles se 
coupent en un point, ou bien elles sont paralliles ; dans ce der- 
nier cas, nousdirons qu'ellesont un point commun d Vinfini. 

Si une droite et un plan ne sont pas parallMes, ils ont un 
point commun ; s'ils sont paralliles, nous dirons qu'ils ont un 
point commun a Pinflni,, 
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Si deux plans ne sent pasparallMes, ils se coupent suivant une 
droite ; s'ils sont parall^les, nous dirons qu'ils ont une droite 
commune a Vinfinu 

Ces nouvelles locutions ne sont autre chose queles traductions 
des locutions relatives au parall^lisme dans un autre langage; 
com me k chaque locution ancienneen correspond une nouvelle, 
il n'y a nulle contradiction dans les termes. De plus, le nouveau 
langage offre Tavantage d'employer les mots qui correspondaient 
au cas desdroites et plans secants ; ainsi^ nous dirons que deux 
droites situ^es dans un m6me plan ont toujours un point com- 
mun, ce point pouvant 6tre un point g^om^trique ou un point 
k Tintini, qu'une droite et un plan ont toujours un point com- 
mun, que deux plans ont toujours une droite commune. 

Si Ton se place au point de vue projectif, on est conduit k for- 
muler certaines conventions qui expriment des propri^t^s des 
416ments k Tinfini, permettant de ne pas les distinguer des 616- 
ments g^om^triques. 

1° Consid^rons deux droites concourantes d'un plan P, leur 
point de concours A n'^tant pas dans le plan de vue ; leurs 
perspectives passent par la perspective a de A. Inversement, 
toutes les droites de P dont les perspectives passent par a, 
concourent en un meme point A, intersection de Oa et de P, 
si Oa n'est pas parallfele k P. 

Consid^rons maintenant des droites parall^les dans P ; elles 
ont merae point de fuite /*, qui est la perspective d'un point k 
i'intini de chacune des parall^les; et toutes les droites de P, 
dont le point de fuite est ^ sont paralleles entre elles. Si I'on 
compare ces r^suitats aux pr^c^dents, on est conduit k consi^ 
d^rer comme unique le point k Tinfini sur chacune des paral- 
leles; comme d'autre part, un point k rinfmi sur une droite est 
d^tini au moyen d'une parallfele a cette droi«te, on devra dire 
que sur une droite il y a un seul point d IHnfini et que toutes les 
paralleles ont en commun leur point a Vinfini, Nous avons sup- 
pose les parallMes consid^r^es dans un m^me plan; on pent les 
supposer dans des plans diff^rentsen lescomparant deux k deux 
et on est alors ramen^ au cas prdc^dent. 
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2^ Soient un plan P et une parallfele A k ce plan; leur point 
commun k Tinfini est le point k Tinfini de A et d'une paral- 
Ifele k A men^e dans P ; il est unique dans P comme sur A; 
mais^ il varie avec la direction de A; on pent done dire que 
dans unplariy il y a une infinite de points a i'infini, chacun d'eux 
correspondani d une direction de A. 

Puisqu'un point k Tinfini d'un plan ne depend que de la di- 
rection d'une droite du plan et que toute parallfele rencontre 
cette droite au mdme point a Tinflni, nous dirons que toutes les 
paralleles d une droite d'un plan le rencontreni au mime point d 
Vinfini.. 

3® Pour ^tudier Tensemble des points k Tinfini d'un plan, en 
se plagant au point de vue projectif, nous remarquerons que les 
points du plan dont la perspective est sur la ligne de fuite sont 
les points k Tinfini sur les diverses droites du plan, c'est-k-dire 
les points a Tinfini du plan. Comme, dans le cas g^n^ral, k une 
droite d'un plan correspond une droite en perspective et r6ci- 
proquement, nous devrons consid^rer que les points a Vinfini 
d'un plan sont sur une droite. 

Nous avions d^jk remarqu6 que deux plans paralleles se cou- 
pent suivant une droite k Tinfini; ce qui precede nous conduit 
k dire qu'ils se coupent suivant une droite qui est toujours la 
meme; autrement dit, un plan a une seule droite d Vinfini, qui 
est commune a tous les plans paralleles dcelui-ci 

Remarquons en terminant qu'avec les locutions adoptees, 
dire qu'une droite a une direction donn^e, c'est dire qu'elle 
passe par un point k Tinfini bien d^termin^; la droite de Tinfini 
d'un plan contenant tous les points a rinfihi de ce plan, devra 
fetre consid6r6e comme ay ant toutes les directions. 



Applications. 

573. On pent ranger les propri^t^s des figures en deux gran- 
des categories : dans les unes, n'interviennent que des relations 
de situation, cesont les proprietes descriptives ; dans les autres, 
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relations de grandeurs, ce sont \es propri^lSs 

erspective permet de transformer faciiement 
Tiptives d'une figure et d'en dMuire les pro- 
jsd'une autre figure. 

)r^^de, k des droites concourantes correspon< 
^ncourantes. 4tant bien entendu que )e point 
3tre^ rinfini; de m6me, &des points en ligne 
lent des points en ligne droite. Pour ^tablir, 
des points d'une figure sont en ligne droite, 
) perspective telle que la propriSt^ devienne 
Sral, ce sera en s'arrangeant de fa^OQ ^ rem- 
concourantes par des droites paratl^les, c'est- 
^nt des points g^m^triques, par des points 4 

IX propri^t^ m^triques, je signalerai simple- 
ort anharmonique se conserve en projection, 

ire complet. — Une diagonale ett divisie har- 

les deux autret. 

ttt^re complet ABGDEF (fig. 417); les diago- 
nales AC, EF rencontrent la troisiSrae 
en 1 et li ; il Taut d^montrer que I et I, 
sont conjugu^s par rapport k B et D. 

Prenons une perspective telle que EF 
soit projet^e suivant la droite d I'in/im; 
il sufiit pour cela de prendre un cen- 
tre de projection arbitraire et un plao 

A de projection parall^Ie a OEF. Les 

\ points E', F', projections de E et F, 

2 sont^ I'inlini ; les droits AD, CB ont 

des projections parall^les, ainsi que 

AB,CD. 

ABCD a pour projection le parall^logramme 

, I est projet^ en I', centre de A'B'CIV et I, 

lisur B'D'. 
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Fig. 418. 



Le point I', milieu de B'D', esttelquelefaisceau (A'.DTB'J), 

dans lequel A'J est pa- 
rallfele k B'D\ soit har- 
monique ; or, c'est la 
projection du faisceau 
(A.DlBIi) puisque A'J 
passe par le point Ti k 
rinfini. II en r^sulte 

que ce dernier faisceau est harmonique, ce qui d^montre le 

th^orferae . 
Remarquons que nous avons ^tabli ^alement que le milieu de 

Wiy est conjugu^ harmonique du point k i'infini sur B'D'. 

575. Triangles homologiques. Th6or6me. — Si deux triangles 
ABC, A'B'C (fig. 419) situis dans un mime flan sont tels que 

les cdtds homologues AB, 
A'B' ; BC, B'C; CA, C'A' se 
coupent respectivement en 
des points y> ^, P situ4s sur 
une droite, les lignes AA', 
BB', GC, qui joignent les 
sommets homologues^ con- 
courent en un mime point . 

Prenons la perspective 
de la figure de faQon que 
la droite a^ ait pour 
projection la droite k Tinfini; il suffit de choisir le plan 
du tableau parallfele au plan men6 par cette droite et le 
centre S de projection; lea projections des cotfe homologues 
seront alors parall^Ies et les triangles auront des projections 
homoth^tiquesyil existera un point 0' du plan de projection 
par oil passeront les projections des droites AA', BB', CC. Le 
point du plan ABCA'B'C qui a pour projection 0' sera 
done sur les droites AA', BB', CC. Ce point ne sera k I'infini 
que si SO' est parallMe au plan donn^. 
Enfin, si la droite a^y est k Tinfini, c'est-^-dire, si les c6t6s 




Fig. 419. 
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ues sont parall^les, le thtor^me est imm^Jiat, ces 
^tant homoth^tiques; au surplus, la demonstration 
ite n'est pas ea d^faut, le plan de projection est alors ie 
,n^. 

OOUBHBNT, St le$ sommets homologties A,A'; Ji,B';C,C 
triangles iont sur IroU droites concourantes, les points 
Hion des c6tes homologues sont tn ligne droile. 

«, ^ les points de rencontre des cdt^s BC, B'C; AC, 
ons une projection sur un plan parallSle au plan deter- 
mine par a-^ et le centre de projection ; 
ap se projette S I'inflni.les cot^s BG, B'C 
ontdes projections be, b'& paralt^les, ainsi 
que les cot^s AC, A'C. D'autre part, les 
projections aa', hb', cc' de AA', BB', CC 
sont concourantes. 

Les figures abe, <fb'c' sont alors homo- 
th^tiques (fig. 420) et a'f/, projection de 
A'B', est parall^le k ah, projectionde AB; 
on en conclut que le point de rencontre y 
''■*™' de AB et A'B' a sa projection k Tin- 

it done sur ap. 



erspecdve d'uae courbe. 




!9) est le plan OMT ; 



— Les projetantes des diff^- 
rents points d'une courbe 
sont sur un cone ayant 
pour sommct le point de 
vue ; la projection est done 
une section plane de ce 
cone. 

Si on m^ne la tanj^ente 
en un point M (fig. 421) 
de la courbe, le plan tan- 
gent en M, c'est-4-dire 
le long de la g4n4ratrice 

il est tangent k la surface 
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en m et sa trace mt sur le plan du tableau est tangente k la 
projection de la courbe; or, mi est la projection de MT. On en 
conclut que la tangente d la projection conique d'une courbe est 
la projection de la tangente A la courbe. 

II n'y aura exception que si la tangente MT passe .par le 
centre de projection; sa projection se rMuit alors au 
point m. 

EXERGIGES 



1. Etant donnes trois points A,B,G en ligne droite et la projection 
A' de A sur un plan P, trouver un centre de projection tel que les 
projections des segments AB,BG aient un rapport donne. 

2. Etant donnes un quadrilat^re et un point 0, comment peut-on 
choisir le plan de projection pour que la projection du quadrilatere 
soit un parall61ogramme, 6tant le centre de projection ? 

3. Choisir le centre de projection et le plan de projection de fa^on 
que la projection d'un quadrilatere soit un losange, un rectangle ou 
un carr6. 

4. Projeter un triangle suivant un triangle rectangle ou suivant 
un triangle isocele, le plan de projection passant par un c6te qui 
servira d'hypotenuse oa de base. Quels sont les lieux des centres 
de projection .? 

5. Projeter un angle donne suivant un angle de grandeur donn^e 
sur un plan donn6. 

6. On donne un triangle ABC dont un c6te est dans le plan da 
projection. Lieu du centre de projection tel que la projection soit 
un triangle equilateral ou un triangle semblable k un triangle 
donn6. 

7. On donne un triangle ABC ; trouver un plan de projection et 
un centre de projection tels que la projection du triangle soit un 
triangle equilateral et que les projetantes forment un triedre tri- 
rectangle. 

8. Demontrer que si Ton partage un quadrilatere en deux qua- 
drilateres partiels, les points de rencontre des diagonales des trois 
quadrilat^res sont en ligne droite. 
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9. £tant donn6 un triangle ABC et une droite, issue d*un point 
fixe de BC, qui coupe les c6t^s AB,AG en D,E, trouver le lieu 
du point de rencontre des diagonales du quadrilatere BGED. 

iO. Par le point de reflcontre des diagonales d'un quadrilatere 
on m^ne une s^cante variable; trouver le lieu du conjugal har- 
fnonique de par rapport aux points d'intersection de la s6cante 
avec deux c6t6s opposes du quadrilatere.* 

11. Les c6tes d*un trianglie tournent autour de trois points fixes 
en ligne droite ; deux sommets d^crivent des droites ; trouver le 
lieu du troisi^me sommet. 

12. Les sommets d'un triangle d6crivent trois droites codcou- 
rantes et deux cdtes passent par deux points fixes ; demontrer que 
le troisi^me c6t6 passe par un point fixe. 

13. On considere un quadrilatere convexe ABGD et une secante, 
on prend sur chaque cdte le conjugu^ barmonique du point 
oil il coupe la s6cante par rapport aux deux sommets cor- 
respondants; demontrer que les c6tes opposes du quadrilatere 
dont les sommets sont ces conjugues se coupent sur la secante. 

14. On considere un quadrilatere convexe ABGD et une secante; 
on prend les conjugues harmoniques des points de rencontre de 
cette secante avec les c6tes et les diagonales par rapport aux som- 
mets; demontrer que les droites qui joignent les conjugues situes 
sur deux cdt^s opposes et sur les diagonales, sont concourantes. 




PUISSANCE D'UN POINT PAR RAPPORT 

A UNE SPBfiRE 




577. Thdor^me. — Si, par un point de respace^on mine une 

s4cantevariabledun^sphirey 
le produit des vecteurs qui 
ont le point pour origine e( 
dont les extrimitis sont sur 
la sphere est constant. 

Consid^rons une s^cante 
ABC et menons le plan qui 
Pig 422^ passe par le centre et 

cette s^cante (/{^. Aii) ; le 
produit ABXAG est la puissance du point A par rapport au 
grand cercle d^termin^ par ce plan ; il est done 6gal k 

AO* — R2 
et est constant. 

Ce produit constant est appel^ la puissance du point A par 

rapport k la sphere ; il est positif, nulou n^gatif suivant que A 

est extdrieur k la sphere, sur la sphere ou int^rieur k la sphere. 

578. ThAordme. — Le lieu des points d'^gale puissance par rap- 
port a deux spheres est unplan perpendiculaire d la ligne des centres. 

Si Ton coupe les spheres par un plan passant par la ligne des 
centres, le lieu des points d'^gale puissance dans ce plan est 
Taxe radical des grands cercles d^terminds dans les spheres par 
le plan ; cet axe radical ^tant perpendiculaire k la ligne des 
centres, d^crira, dans la rotation au tour de cette ligne, un plan 
perpendiculaire qui est le lieu cherch^. II est appel^ le planr 
radical des spheres. 
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579. Th^ordme. — Les plans radicaux de trois sphires prises 
deux a deux se coupent suivant une meme droite^ si les centres ne 
sent pas en ligne droite, 

Soient Si, S3, S, les spheres donn^es. Le plan radical Pi,9 de Si 
et S9 contient les points d'^gale puissance par rapport a St et 
Ss ; le plan radical Pi, 3 de Si et S, contient les points d'^gale 
puissance par rapport k Si et S3 ; leur intersection, qui existe si 
les centres ne sont pas en ligne droite, contient les points d'6gale 
puissance par rapport k Si, S^t S3 ; elle appartient done au plan 
radical des spheres Ss et S,. 

Cette droite, lieu des points d'^gale puissance par rapport aux: 
trois spheres, est appel^e Vaxe radical. 

Si les centres sont en ligne droite, les trois plans radicaux 
sont ou paranoics ou confondus ; toutes les observations faites k 
propos du centre radical de trois cercles sont applicables ici. 

SSO.Tb^or^me.— Ze; six plans radicaux dequatre spheres prises 
deux d deux^ les quatre axes radicaux de ces spheres prises trois 
d trois, passent par un mSme point si les centres ne sont pas dans 
unmSmeplan, 

Soient Si, Sa, SsfS^ les spheres. Les plans radicaux des trois 
premieres se coupent suivant leur axe radical si les centres ne 
sont pas en ligne droite; le plan radical de Si et Si, quin'estpas 
parall^le k Taxe radical pr^c4dent si les quatre centres ne sont 
pas dans un meme plan, rencontre cet axe en un point I, qui 
a meme puissance par rapport aux quatre spheres et qui appar- 
tient aux six plans radicaux et aux quatre axes radicaux. 

Ce point est le centre radical des quatre spheres. 

Dans le cas oil les quatre centres seraient dans un m6me plan, 
les axes radicaux seraient parall^les ou confondus. 

Les remarques faites sur le centre radical de trois cercles 
s'appliquent ici et permettent d*e tablir dans certains casque qua- 
tre spheres ont deux points communs, un cercle commun. 



\ 
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Applications. 

581. Probl^mel. — Mener par trois points une sphdre tan- 
gente d un plan donni. 

Remarquons d'abord que la sphere devant passer par trois 
points, ces points ne sont pas en ligne droite ; leur plan coupera 
alors la sph^resuivant le cercle circonscrit au triangle form^ par 
ces points. Le probl^me pos^ est done identiqae k celui de la 
construction d'une sphere tangente k un plan et passant par un 
cercle donn^. 

La sphere sera tout enti^re d'un m^nie c6t^ du plan auquel 
elle sera tangente; si done le cercle n'est pas tout en tier d'un 
mSme cdt4 de ce plan, le probl^me sera impossible. 

1® Leplan du cercle esiparallHe au plan donn6 ; la condition 
de possibility est remplie. 

Le diam^tre perpendiculaire au plan P {fig. 4^3), sera per- 
pendiculaire au plan du cercle et passera par le centre du cercle 
ABC ; il est done d^termin^ et le point de contact aiec P ne 
peut dtre que le pied D de ce diam^tre. 

D'autre part, il existe une sphere unique passant par les 







Fig. 423. 



Fig. 424. 



points A,BjG,D non situ^s dans un meine plan ; cette sphere 
r^pond k la question. 

2" Le plan ABC n'est pas paralUle au plan P mats le cercle 
ABC est tangent au plan P [fig. 424). 

Si D est le point de contact du plan P et du cercle ABC 
la sphere cherchde ne peut dtre tangente k P qu'au point D. 
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centre ne peut ^tre que sur la DOrmaU 
lOrmale au plan ABC men^e par le c 
ABC. Ces deuKdroites sont perpendiculi 

qui est k la fois dans les deus plans ; ell 
ilan perpendiculaire k DT nien4 par OD ; 
ill^les, les plans ABC e( P ne I'^lant pi 
tiles Be rencontrent en ud point u. 
'autre part, la sphere de centre <« et de r 
ercle et est tangente au plan P ; elle r^pc 
' Le plan ABC n'est pas paralUle au p 
ABC n'es 
S' 




fere inconnue sent les puissances par rapp 
s sont n^essairement positives, puisque 
pe pas la droite B'C et on les obtient ei 
tes de B' et C au cercle ABC. 
e point de contact, avec le plan P, de la 
I a une distance de C 6gale a C'T et k i 
le k B'T,. Si done ce point existe, on I'obt 
.ion de deux cercles situ^s dans le plan 
cercles se coupent. Pour cela, il faut et il 
lupposant C'T > B'T„ 

■ CT -1- B'T, > B'C > CT — B 
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n 

Or, le cercle ne coupant pas B'C, les quatretangentes menses 'i 

de B' etc forment un quadrilatfere complet dont les faux som- »j 

mets sont B' et C; deux tangentes se coupent en S et on a ,| 

C'T H- BTi > G'S-h B'S > &G; 

les deux autres se coupent en S' au delk de T' et Tj et on a ^ 

CT — B Tt = CT — BTi = C'S' -- B'S' < B'C. 

Les deux cercles se coupent done en deux points sym^triques 
par rapport k B'C. 

Soit D un de ces points; la sphere ABCD contient le cercle 
ABC; comme sa puissance par rapports B' est B'Ti ou B'D, 
elle est tangente k B'D; elle est de m^me tangente k CD; c'est 
done une sphere cherch^e et on voit que le problfeme a alors 
deux solutions,. 

Remarque I. — On voit, comme pour le cercle ("246), que le deu- 
xifeme cas correspond k deux spheres confondues et que, dans 
ie premier cas, une de ces solutions se r^duit au plan P. 

Remarque H. — On pent donner de ce problfeme une seconde 
solution, qui ramene la question k cellede la construction d'un 
cercle passant par deux points et tangent ^ une droite. 

Le centre de la sphere inconnue est sur la normale OX au 
plan ABC men^e par le centre du cercle ABC; le plan du 
grand cercle, perpendiculaire au plan P et passant par sera 
le plan men^ par OK perpendiculairement k P; ce plan coupe 
le cercle ABC en deux points E, F et le plan P suivant une 
droite A. 

Le grand cercle cherch^ sera alors un cercle men^ par E et F 
et tangent k A. 

La discussion se ferait comme dans lam^thode donn^e pr^c^- 
demment. 

582. Probl^me II. — Mener par trois points une sphire tangente 
it une sphhre donn4e, 

IcL encore, nous remarquerons que Ton peut remplacer les 

GR^VY. — COMPL. DE O^OM. 5 
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loints par )e cercle C qui passe par ces points ; ce cercle oe 
)as couper la sphere donn^e S puisque la sphere incoo- 
ui contient ce cercle doit 6tre tout entifere int^rieure on 
ntifere ext^rieure k la sphfere donnfe. 
IS ^tablirons d'abord la proposition suivante : Toutes lei 
;i qux -passenl par un cercle fixeonl, avec une sphire fixe, dei 
radicaux qui passent par une m^me droite ou qui sont paral- 

ent S la sph&relixe, Si et Sj deux spheres passant par le 

fixe C, situ4 dans un plan P. Les plans radicaux P,, Pj 
Si et de S, Sj secoupenLsuivant une droite D du plan P; 
'ase radical des trois spheres et il est d6termin4 par les 
plans P et Pi ; il en r^sulte que si la sphere S^ varie, le 

P^ passera toujours par cette droite D, qui sera I'axe 
il commun a toutes les spheres ; tous ses points ont mdme 
ince par rapport & S et C. 

!* et Pi sont parall^les, les centres des spheres S, Si, ^, 
m ligne droite; le centre du cercle C est alors sur cette 

et le plan Pj est parall^le k Pi, quelle que soil d'ail- 
a sphere S^. 

i pos4, s'il existe une sphere S passant par C et taiigente k 
plan tangent commun au point de contact sera le plan ra- 
le S et S et passera par la droite D, en supposant qu'elle 

Les points de contact ne pourront etre que les points de 
t des plans tangents & S men^par D, si toutefois ces 
existent. 

'ailleurs ils existent, la sph&re qui passe par I'un d'eux M 
' le cercle C est tangente k S puisque la puissance d'un 
juelconque A de D est AM . 
posons, en second lieu, que la droite n'exlste pas, c'est- 

que Ifts spheres S, S, et S3 aient leura centres en 
iroite ; cette droite passe par le centre de G et est perpen- 
ire au plan de C. Le point de contact inconnu est alors k 
lesextr^mit^sdudiamfetrede S qui estperpendtculaireau 
P. Dans ce cas, le problfeme a deux solutions. 
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Revenonsau premier cas, et cherchons dans quelles conditions 
le probl^me est possible. 11 faut et il suffit que la droite D ne 
coupe pas la sphere S. Nous examinerons les difiF^rentes posi- 
tions que peutoccuper le cercle C par rapport a S. 

1® G coupe S. Le problfeme est impossible. 

2o G est inUrieur a S. On voit, comme en g^om^trie plane (247), 
qu'un point ne pent avoir meme puissance par rapport k S et C 
que s'il leur est ext^rieur ; la droite D est done ext6rieure k S 
et il y a deux solutions. 

30 G est extirieur d S . On voit encore que le problfeme a deux 
solutions. 

Quant aux cas particuliers, ils sont les memes qu'en g^om^trie 
plane; il suffira d'^noncer les r^sultats : 

1® Le cercle a un point sur Id sphire, son plan n^^tant pas tangent 
a la sphere. Les deux solutions sont confondues en une seule, la 
sphere passant par le cercle et tangente a la premiere au point 
consid6r6. 

2° Le cercle est extirieur d la sphire^ son plan itant tangent. 
Une solution est r^duite au plan, Tautre est une sphere. 

3** Le cercle a un point sur la sphere et son plan est tangent, 
Les deux solutions sont confondues avecle plan, que I'on pent 

consid^rer comme une sphere dont le centre s'^loigne ind^fini- 

ment. 

Remarque. — Gomme pour le problfeme pr6c6dent, on pent 
donner une autre solution. 

Le plan du grand cercle d'une sphere inconnue, qui passe 
par le point de contact avec la sphere donn^e et par le centre 
du cercle, est le plan Q men6 par les centres de la sphere et du 
cercle donnas, perpendiculairement au plan du cercle. Ce plan 
Q determine dans la sphere donn^e un cercle et dans le 
cercle donn6 deux points. On est ainsi ramen^ k construire un 
cercle passant par deux points et tangent k un cercle donn^. 
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EXERCICES 



1. Trouver le lieu des points qui ont une puissance donnee par 
rapport k une sphere. 

2. Trouver le lieu des points qui ont des puissances donnees par 
rapport k deux spheres. 

3. On consid^re deui spheres de rayons R et R' et les spheres, 
lieux des sommets des c6nes circonscrits de m^me ar^le; montrer 
que le plan radical des lieux est le mSme que celui des spheres don- 
nees. 

4. Trouver le lieu des points dont les puissances par rapport k 
trois spheres sont proportionnelles k des nombresa, p, y. 

5. Trouver le lieu des centres des spheres orthegonales a deux 
spheres, a trois spheres. (On appelle spheres orlhogonales deux 
spheres telles que les plans tangents en un point conimun soient 
orthogonaux.) 

6. Demontrer que si une sphere est orthogonale a trois spheres 
dont les centres ne sont pas en ligne droite, eile est orthogonale a 
toutes les spheres qui ont avec les premieres m^me axe radical. 
Demontrer que les dernieres ont m^me plan radical. 

I 

7. Lieu des centres des cercles passant par un point donne et 
orthogonaux a une sphere donnee. (Un cercle est orthogonal a 
une sphere si la tangente au cercle aupointcommun avec la sphere 
est perpendiculaire au plan tangent a la sphere.) 

8. On considere toutes les spheres qui ont deux a deux mdme 
plan radical : demontrer qu*il existe deux de ces spheres tangentes 
a une droite donnee. Discuter. 

9. On considere deux cercles fixes situes sur une sphere. Par 
chacun d'eux on fait passer une sphere variable. Trouver le lieu 
des points de contact d'une sphere passant par le premier cercle 
et d'une sphere passant parle second cercle tangente k la premiere. 

• 

iO. Gonstruire une sphere passant par deux points et tangente a 
deux plans. 
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11. Gonstraire une sphere passant par un point et tangente a 
trois plans. 

12. Gonstruire une sph&re passant par trois points et tangente a 
nnedroite. 

13. Gonstruire une sphere telle que les puissances de quatre 
points aientdes valeurs donnees. 

14. Gonstruire une sphere passant par trois points et coupant 
une sphere donnee suivantun cerclede rayon donne. 

15. Gonstraire une sphere passant par trois points et coupant 
un plan suivant un cercle de rayon donn6. 
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DROITES ET PLANS 

583. Polaire d'un point par rapport ft deux droites. — Nous 

avons vu (195) que si Ton considfere un faisceau de quatre droites 

tel qu'une s^cante soit parta- 
g^e harmoniquement par ces 
droites, toute autre s4cante 
sera partag^e harmonique- 
ment par ces droites. 

Si Ton se doime deux droites 
OX, OY et un point A dans 
leur plan (fig. 426), sur toute 
s^cante issue de A se trouvera 
un point unique A' conjugu^ harmoniquede A par rapport aux 
points d 'intersection de la s^canteavec OX et OY, et le faisceau 
(0. ABA'B') sera harmonique ; une s^cante quelconque issue de 
A coupera OA' en un point con jugu^de A par rapport aux points 
d'intersection avec OX et OY ; autrement dit, le rayon OA' 
contient tous les conjugufe harmoniques du point A par rap- 
port aux points d^intersection des s^cantes issues de A avec 
OX et OY. II est manifeste que tout point de OA' estconjugu6 
de A. Lelieu OA' des conjugu^s de A est appel6 la potoVe du 
point A par rapport k Tangle XOY. 
Le point A est appel^ le pd/e de OA'. 
Si le point A est sur un c6t6 OX de Tangle XOY, son conjugal 
harmonique est confondu avec lui-meme tant que la s^cante 
n'est pas suivant OX; si la s^cante est suivant OX, les points B 
et B' sont confondus en ; le milieu de la droite qui les joint 
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est etla relation OAxOA' = OB* montreque A' estind6- 
termin^ ; c'est en ce sens que Ton peutdirequ'un point de OX a 
pour polaire OX. II n'y a exception que pour le point qui 
n'a pasde polaire. 

Tout point autre que a une polaire passant par 0. 

Cherchons si, r^ciproquement^unedroite issue de aunpole. 

Si Ton m^ne le rayon conjugu^ harmonique de cette droite, 
tout point de ce rayon pent 6tre consid^r^ comme pole de la 
droite. 

Toute droite issue de a une infinite de pdles situ^s sur une 
droite issue de 0. 

II r^sult'e de Ik que si Ton consid^re deux rayons conjugu^ 
harmoniques, tout point de Tun a pour polaire i'autre rayon ; 
ce que Ton peut 6noncer de la maniere suivante : 

Si un point A est sur la polaire d'un point A', le point A.' est 
sur la polaire du point A. 

Remarque. — Tout ce qui pr^cMe peut s'appliquer au cas oil 
les deux droites donn^es sont paralleles ; la polaire d'un point 
est alors parallele k ces droites. 



584, Th6or6me. — Si d'un point on m^ne deux s^cantes 

variables qui d^terminent^ avec 
les cdt^s d'un angle fixe^ un 
quadrilatire, le point de ren- 
contre des diagonales de ce 
quadrilatdre est sur la polaire 
du point. 

Soient (fig. 427) les s^cantes 
ABB', ACC ; cherchons la po- 
laire du point A par rapport k 
Tangle donn6 ; elle passe 
par les points A' et A" conju- 
gu^s de A par rapport k BW 
et par rapport k CC ; elle passe de plus par le point 0. 
D'autre part, la droite A' A" est aussi polaire de A par rap- 




Fig. 427. 
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port k Tangle form^ par les diagonales da quadrilat^re BB'C'G ; 
elle passe done par le sommet 0' de cet angle. On en coaclut 
que (y est sur la polaire de A par rappoit k Tangle XOY. 

Remarque. — Ge th^or^rne donne un moyen simple de con- 
struire la polaire d'un point. 

. Goroliaire. — Une diagonale d'un quadrilaUre complet est 
divis^e harmoniquement par les deux autres diagonales, 

Dans le quadrilat^re complet BB'C'CAO, la droite OQ' est 
conjugate de OA par rapport k OX et OY {fig. 427) ; les points 
O' et 0" sont done conjugu^s par rapport aux sommets B et C. 

585. Falseeau de quatre plans. — Consid^rons quatre plans 
passant par une m^me droite A et supposons qu'une autre 
droite les rencontre en quatre points A, B, A', B' formantune 
division harmonique; si Ton projette ces points sur un plan P . 
perpendiculaire a A en a, 6, a\ h\ on obtient une nouvelle 
division harmonique ; ^tant le pied de A sur P, lefaisc'eau 
de droites (0 abc^b') est harmonique. 

Ceci pos6, une droite quelconque rencontre les quatre plans 
pn des points qui se projetteront sur Oa, 06, Oa', 06'; les pro- 
jections de ces points forment une division harmonique; il en 
est de meme des points. 

Si un faisceau de quatre plans divise harmoniquement une 
droite donn^e, il divise harmoniquement toute autre droite. 

Si Ton coupe ces plans par un plan quelconque, on obtient un 
faisceau de quatre droites, qui est harmonique, puisqu'une 
secante du plan de ce faisceau est divis^e harmoniquement par 
les quatre plans et, par suite, par les droites du faisceau. 

Si un faisceau de quatre plans divise harmoniquement une 
droite^ il est coupi par un plan quelconque suivant un faisceau 
harmonique de droites. 

Un tel faisceau de plans est dit harmonique ; les plans qui con- 
tiennent des points conjugu^s sont dits plans conjuguis, 

586. Flan polaire. — Soient deux plans PetQ etun point A 




PdLE ET POLAIRE DANS LE CERGLE K49 

d^Tespace; si, par A, oa mfene une s^caute variable qui ren- 
<>9iitre ces plans en B et B\ le coi)jugu6 harmonique A' de A 
par rapport k B et B' est, d'apr^s ce qui pr^cMe, dans le plan 
(y Conjugu^, par rapport aux deux plans P et Q, du plan P' 
tnen^par A et Tintersection de P et Q ; etr^ciproquement, tout 
point A' de Q' est conjugu^ de A par rapport aux points de 
rencontre de la droite' AA' avec les plans P et Q. 

Ce plan Q', lieu g^om^trique des conjugu^s de A par rap- 
port aux points de rencontre d'une s^cante issue de A avec les 
plans P et Q, est appel^ le plan polaire de A ; ce plan est con- 
fondu avec P ou Q si A est dans P ou dans Q ; il n'existe 
pas si A esik la fois sur P et Q. 

Inversement, a tout plan Q' passant par Tintersection de P 
et Q correspond le plan conjugu4 F dont tous les points ont 
pour plan polaire le plan Q' ; chacun de ces points est appel^ 
fe pdle du plan Q'. 

On voit que; comme en gtom^trie plane, si un point A est 
dans un plan V\ le plan polaire Q' de A contient les pdles 
de P. 

Entin, on pent consid6rer le plan polaire d'un point comme 
le lieu des polaires de ce point par rapport aux droites dlnter- 
section des plans P et Q avec un plan variable issu de A. 
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587. Th6or6aie. — Si d'^n point A, pris dans le plan d'un 
<:ercley on mine une sScante variahley le lieu du conjugui harmo- 
nique du point A par rapport aux points d* intersection de la 
*4cante avec le cercle est une droite. 

Menons le diam^tre qui passe par le point A {fig. 428) et 
ckerchons le conjugu^ A' relatif it ce diam^tre. Acet etiet, tra- 
^ons la s^cante AMP et prenons le sym^trique P' de P par rap- 
port au diam^tre ; les droites MC^ MB, bissectrices des angles 
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^', P'MA rencontreot BC en des points B et C conjugu^s 
harmoniques par rap- 
port k A et A'. 

D'autre part, la droite 
A'C et sa perpendiculaire 
A'A° sont bissectrices 
des angles P'A'P, PA'M ; . 
ellesd^termiDentsur HP 
deux points coiijugu^ 
harmoniques par rap- 
pOrt a MP. Le point A' 
coojugu^ de A est done 
la droite fixe men^ de A' perpendiculairement au dia- 

requi passe par A. 

iciproguement, ai Ton joint un point A' de cette perpendi- 

ire au point A et si la s^cante AA' coupe le cercle en deux. 

its M et P (^3-428), A° estconjugu^de A puisque A n'a qu'un 
conjugug qui est, d'apr6s la proposition directe, sur la per- 

diculaire men4e par A' au diametre BC. 

a droite A'A° est appeMe la polaire du point A. Le point A 

ippel^ le p6le de la droite A'A". 

)8. PoBiiions relatives du pOle et de la polali-e. — Si le point 
I'est pas sur le cercle et ne coincide pas avec le centre, le 
jnnement pr^c^dent montre que la polaire de A est per- 
liculaire au diametre qui passe par A et que le pied A' de la 
lire est conjugue de A. par rapport aux extr^mitds de ce- 
n^tre; on en dMuit la relation 



^ 



OAxOA'^ 



OB^ 



— II en r^sulte que si le point A est int^rieur au cercle, le 
it A' est ext^rieur et la polaire ne coupe pas lecercle; toule 
nte issue de A rencontre le cercle, et la polaire tout enti^re 
e lieu des conjugues harmoniques de A. 

. — Si le point A est extdrieur au cercle, A' est int^rieur et 
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la polaire coupe le cercle ; une s^cante issue de A ne rencontre 
pas toujours le cercle et le lieu des conjugu^s harmoniques de 
A ne se compose que de la portion de polaire int^rieure au 
cercle. 

Si Ton m^ne du point A deux tangentes au cercle, les points 
que nous avons d^sign^s par P et M sont confondus et le con- 
jugu^ de A vient se confondre avec le point de contact ; la 
polaire est alors la corde des contacts des tangentes issues de A. 

On le voit d'ailleurs directement en remarquant que dans le 
triangle rectangle OAT, on a Of ^ = R« = OA X OA'. 

Ill; — Si le point A est sur le cercle (fig. 429), il n'y a plus k 

proprement parler de lieu g^om^tri- 
que : une s^cante issue de A cou- 
pant le cercle en un point B, le con- 
jugu6 de A par rapport k AB est le 
point A ; 11 est indetermin^ sur la 
tangente si la s^cante devient tan- 
gen te ; on pourrait done, k la ri- 
gueur, dire encore que la tangente 
• est la polaire; 
II est pr^f^rable de se placer ^ un autre point.de vue et 
de definir la polaire d'un point A comme 6tant une droite 
perpendiculaire en A' au diamfetre issu de A, et telle qu'entre 
les vecteurs OA, OA, on ait la relation 

0AX0A'=:R^ 
Cette definition convient nettement k tous les cas et nous ver- 
rons dans ia suite que la propriety qu'elle exprime donne la clef 
de toutes les propridt^s des polaires. 

IV. — Si le point A est au centre, il n'y a plus de polaire. 

On voit, en comparant les rdsultats precedents, que toute droite 
qui ne passe pas par le centre a un pole ; si une droite passe 
par le centre, on pent dire que son p6le est k riiifini sur le dia- 
mfetre qui lui est perpendiculaire. . 

589. Th6or6me. — Si d'un point A non situi sur un cercle^ 
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ine deux i6canles ABC, AB'C d ce cercle, . 
CC, EC e 




Pig. 130. 

)nc en mdme temps polaire par rappon 
par le point A'. 

[ARQUE. — Ceci donne ua moyen simple 
e d'uD point non situ4 sur le cercle. 
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, Tta6ar6me. — Si un point A' etl sur la p 
point A est sur la polaire de A', 
t A' un point de la polaire de A; joignc 
et menons la 




aussi 4gal k R<, c'est-k-dire que AB' est 
lABQUE. — Si A' est en B, la d^monstrs 
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est en d^faut ; mais, dans ce cas, A' et A ^tant conjugu^s par 
rapport au diam^tre du cercle^ la polaire de Fun passe par 
Tautre. 

591. Transformation par polalres r^clproques. — Consid^ 
rons nne figure F form^e de points A, B, ... et prenons les 
polaires de ces points par rapport k un cercle C ; nous obtien- 
drons une nouvelle figure F' form^e de droites a, ft, . . . ; F' est 
dite la figure polaire r^ciproque de F. 

Si, dans F, on consid^re la droite qui joint deux points A et 
B, les polaires de ces points contiendront le pole de AB, qui 
sera leur point de rencontre ; de telle sorte qu'k une droite de F 
correspond un point de F'. 

Les deux figures F et F' sont done telles qu'k tout point de 
F correspond une droite de F, et qu'k toute droite de F corres- 
pond un point de F' ; si, d'ailleurs, on transforme F' par rap- 
port au m^me cercle, on obtient F. 

Nous trouYons ici un mode de transformation nouveau ; 
ceux que nous avons ^tudi^s jusqu'ici : translation, rotation ^ 
sym^trie, homoth^tie etablissent entre deux figures une cor- 
respondance de point k point, de droite k droite ; ici^ au con- 
traire, ii s'agit d'une correspondance de point k droite et de 
droite k point. Elle permettra doncde d^duire d'une proposition 
relative aux points d'une figure, une autre proposition relative 
aux droites de la figure transform^e et inversement. Nous clas- 
serons les propridt6s g^om^triques en deux categories ; les pro- 
pri6i6s descriptives 9 qui nese rapportent ni aux angles, niaux 
longueurs, et les propri^t^s mdtriques, dans lesquelles intervien- 
nent des grandeurs mesurables. 

592. Propri6t6ii descriptlves. — Leur transformation est une 
consequence immediate du th^orfeme precedent (590), que Ton 
pent enoncer sous deux formes ^quivalentes : 

Si des points sont sur une ligne droite A, leurs polaires sont 
concourantes. 

En efiet,chacune des polaires cootient le p61e de ia droite A. 
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droilei sont concourantet, leurs pdlea sont en lignt 

'OiLe n'estautrechosequelapolaire du point commun 
!s donn^es. 

iplicatioii: Th6orAme de Brlanchoo. — Lesdroilesqui 

'es xommeli opposes d'un hexagone circonscrit d un 

courent en un mime point. 

iBCDEF (^ff.432) un hexagone circonscrit et A'B'C D'E'F' 
I'hexagone inscrit qui a pour 
sommets les points de con- 
tact des cotfe du premier avec 
le cercle. A est le pdle de 
A'B' ; D est le p6le de D'E' ; il 
en r^sulte que la droile AD, 
qui joint deux sommets oppo- 
se de I'hexagone circonscrit, 
est la polaire du point de ren- 
contre des c6t^s opposes A'B' 
et D'E' de I'hexagone inscrit. 

D'apr^s le th^or^me de Pas- 
Fig. 432. ' 

cal, les points de rencontre des 

os^s de I'hexagone inscrit sont en ligne droite ; les 

i joignent les sommets opposes de I'hexagone circons- 

les polaires de ces points, concourent en un mSme 

QE. — On peut encore en dSduire des th^orfemes par- 
n supposant que deux c6tes consiScutifs de I'hexagone 
; viennent se confondre ; la position limite de leur 
itersection est le point de contact avecle cercle; on 
a I'hexagone en consid^rant comme sommets diff^ 
ts de contact, 

isi que Ton d^uit du th^or^meg^u^rai que desdroites 
it les sommets d'un triangle aux points de contact du 
rit avec les c6tiis opposes concourent en un m4me point. 
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594. Propri6t68 mi^trtques. — Relativemcot a la transforma- 
tion despropri^t^s angulaires, nousferons la reraarque suivante: 

Les droites qui joignent le centre du cercle k deux points A 
et- A' sont respectivement perpendiculaires aux polaires de ces 
points, c'est-k-dire que Vangle des rayons qui aboutissent d deux 
points est egal a l' angle des polaires de ces points ou d son suppU- 
tnent. 

ExEMPLE. — Transformons la propri^t^ des hauteurs d'un 
triangle, qui concourent en un ra6me point. 

Au triangle ABC (/?^.433) correspondra un triangle a ^c, a 6tant 





B A' 



Fig. 433. 

le. poledeBC, b celui de CA et c celui de AB. A la hauteur 
AA' correspond un point d situe sur la polaire be de A et sur un 
rayon perpendiculaire k celui qui aboutit en a, pole de BC. 

Les trois hauteurs AA', BB\ GC' 6tant concourantes, les points 
tels que d seronten ligne droite, c*est-k-dire que les perpendi- 
culaires menies en un point aux droites qui joignent ce point 
atixsommets a, 6, c du triangle^ rencontrent les cdt^s opposes en 
irois points situis en ligne, droite, 

Remarque. — La demonstration n'^tablit le th^orfeme que 
pour ie triangle particulier abc ; pour prouver qu'il s'applique 
k tout triangle, il suffit de transformer abc ; on trouve un 
triangle ABC et ses hauteurs. 



' 595. GoroUair€. — La figure trans formSe de quatre points en 
division harmonique est un faisceau harmonique, 

Les quatre points ^tant en ligne droite, leurs polaires sont 
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)urantes ; eUes sont respectivemei 
IS issuB du centre du cercle de tran 
it k ces points. Elles forment done 
amener k co'incider avec le faisceai 
:ran9lation8ume d'une rotation d'u 
!au 4tant harmonique, il en est de : 
Toit de m^me que si I'on transfon 
i, on obtient une division barntoni 

iplication. — Consid^rons sur un & 




u sont remplac^s par leurs suppl^ii 
us dirons que A, B, C, D forrnent u 
! cercle. 

ii^nsles tangentes fixes aux points J 
t>le en M ; ce sont les . polaires des j 
oints Ai, B|, d, D|, oil les tangenti 
nte variable, sont les poles des dn 
jints forineat une division barmen 
guatre points d'un cercle formfnt u 
ngentes en ces points dilerminent 
le vne division harmonique. 
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596. Th^opAme. — Le lieu giomitrique du conjugu4 harmo- 
nique A' (fig. 435) d'un point A, par rapport aux points de 
rencontre d'une sphere et tune s^cante variable issue du pointy 
est un plan perpendiculaire au diam^tre qui passe park. 

Consid^rons le plan meo^ par le centre de la sphere et la 

s^cante ; il coupe la sphere 
sui Fant un grand cercle, et dans 
ce plan le lieu de A' est la 
polaire de A par rapport au 
grand cercle ; c'est une droite 
perpendiculaire au diam^tre 
AO ; si Ton fait tourner la 
figure autour de OA, la s6- 
cante prend toutes les posi> 
tions possibles et la polaire d^crit un plan perpendiculaire 
a AO ; c'est le lieu cherch^, ou plutot le lieu n'est le plan tout 
entier que si A est int^rieur k la sphere ; si A est ext^rieur, le 
lieu est la portion de ce plan limit^e k la sphere. 

Entre les distances du centre au point A et au plan, on a la 
relation 

OAxOAi = R2. 

Ce plan est appel^ le plan polaire du point A. 

II est tangent k la sphere, si A est sur la sphere. 

Si A est ext4rieur,lti polaire de A par rapport k un grand 
cercle est la corde des contacts des tangentes issues de A ; il en 
r^sulte que ieplan polaire est le plan de la courbe de contact de 
la sphere et du cdne circonscrit de sommec A. 

Enfin, on voitque tout plan P qui ne passe pas par le centre 
de la sphere, peut ^tre consid^re comme le plan polaire d'un 
point A ; A est appel4 le pdle de P; si P passe par le centre, 
on peut consid^rer que son p61e est rejet6 k IMnfini dans une 

GR^YT. — COMPI.. DE OAOM. 6 
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1 perpendiculaire k P ; tout ceci r^sulte de la th^arie 
e relative au cercle. 

Tbtor^me des polalres rtelproques. — St un point A 
uti plan P, le p6le de P est dam le plan polnire de A. 
} le pdle de P ; la s^cante AB est telle que A et B 
;onji]gu6s par rapport aux points d'intersectioD avecia 
B est done dans le plan polaire de A. 

Laire. — Le pdle d'un plan qui passe par Irois points 
, est A I'inlersection des plans polaires de ces points ; et 
uement, le plan polaire du point commun a Irois plans, 
in qtu passe par les pOtes de ces plans. 
[leor^me correspond une m^thode de transforiiiation 
eklam^thodedespolairesr^ciproques expos^e en g^- 
plane. En parliculier, le rapport anharmonique est 
i par celte transformation . 

iroUes conluguftes. — Consid^rons une sphere et une 
(/!^. 436); prenoDs deux points P et Q surcetle droite 

plans polaires P' et Q' ; ces plans perpendiculaires k 
OP et 00, ne sorit pas paral- 
leles; ils se coupent suivant 
une droite D'. 

Le plan polaire d'un point M 
de ly, situ^ dans F et ff, 
passera par les poles P et Q 
de P et Q' ; il contieut done 
la droite D, qui est ainsi com- 
mune k tous les plans po- 
laires des points de i¥ ; le 
m^meraisonnement, appliqu^ 
aux points de D. montre que 

ie droite commune aux plans polaires des points de 1). 

joint alors un point M de D k un point M' de D', cette 

ncontre la sphere en deux points par rapport auxquels 
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M et M.' sont conjugues harmoniques, puisque le plan polaire 
de M passe par M' ; il en r^sulte que tout plan passant par W 
a son pole en un point de D et inversement. 

Ces droites D et D' sont dites conjugu^es ; elles jouissent des 
proprt^t^s suivantes, que nous Tenons d'^tablir : 

Le plan polaire d'un point de I'une d'elles conlient Vautre. 
Chacune d'elles est le lieu des pdles des plans qui passent par 
Vautre. Toute droile qui joint deux points de ces droites est divi- 
s^e harmoniquement par la sphere. 

II est facile de determiner leurs positions relatives. 
Si D est ext^rieure k la sphere, on pent raener par cette 
droite deux plans tangents dont les poles sont les points de con- 
tact T et T.'; D' est a lors la droite TT'; si, au contraire, Tune 
des droites D, D' rencontre la sphere en des points T et T, 
Fautre sera Tintersection des plans tangents en T et T'; elle 
sera ext6rieure. 

Une des droites D, D' est extirieure a la sphere, Vautre la 
rencontre aux points de contact des plans tangents menes par la 
premiere. 

Ces points de contact sont situ^s dans le plan men^ perpendi- 
culairement k la droite ext^rieure D; il en r^sulte que les 
droites D et D' sont orthogonales ; de plus, le diamfetre qui les 
rencontre est leur perpendiculaire commune, et si A et A' 
sont les pieds de ce diam^tre, ces points 6tant conjugues par rap- 
port k la sphfere, on a 

OA.O^ = R^ 

Dans le cas particulier oil A est sur la sphere, A' coincide 
avec A et les droites D, D' sont des tangentes rectangulaires 
menses en A ; il est manifeste d'ailleurs que tout systeme de 
deux tangentes rectangulaires menees en un point de la sphere 
est un systeme de droites conjuguees. 

Remarque. — En g^om^trie plane, la m^thode de transfor- 
mation par polaires reciproques etablil une correspondance de 
point a droite; en geometric dans Tespace, elle ^tablit une cor- 
respondance analogue entre point et plan avec des propri^t^s 
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ogues, coinme on le voit en reproduisan 
a i^t^ dtt reUtivement aus pdles et polairt 
I notion de droiles conjugu^ permet d'ii 
ondance de droile k droite; ceci meter 
e essentielle entre le plan et I'espace, ( 
titui^s par des points, des droites ou dcs p 



Elanl donnes trois points A, B, C en iigni 
intre B et C. on m^ne des tangentesde A a 
int par B et C ; demontrerque la corde des 
linlliie. 

Tracer un cercle de centre tel que de 
es soinnt coniu;tue3 par rapport au cercle (c 
aux points d'intersection de ta droite EC a 

Tracer iin cercle de centre tel que deu 
I conjugnees par rapport au cercle. (Deui 
iguees si I'uoe d'dles contieni le p&le de I'a 

Trouver le lieu des centres des cercles conj 

IX points fixes A et A', et qui passent en < 

Trouver le lieu des centres des cercles conj 

X droite!) fixes cttels que la poUire du poir 
-oite»ait una diruclion lixe ; trouver I'envelo 

Tracer un cercJe passant par un point A et 
point B soit nne droile donnee. 

Si deui droites sont conjugnees par rappor 
conjugnees par rapport aux tangenles me 
ncontre. 

Jemonlrerque Jes polaires d'un centi-e des 
:s, par rapport a ces circles, sont ^qiiidisl 
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9. De deux poinls variables pris sur line droile D, on mene des 
tangentes jt un cercle fixe ; on forme ainsi un quadrilatere complete 
dont la droile D est une diagonale ; demontrer que les deux auires 
diagonales passe nt par un point fixe. 

10. £tant donn6 un triangle ABC, ,une tangenle variable au 
cercle inscrit coupe le c6te EC en D; Irouver le lieu du point din- 
tersection des polaires de D par rapport h Tangle A et au cercle. 

11. Transformer par polaires reciproques la propriete d*une 
diagonale d'un quadrilatere complet d'etre partagee harmonique- 
ment paries deux autres. 

12. Demontrer que les diagonales d'un quadrilatere inscrit ABCD 
et du quadrilatere circonscrit dont les c6tes sont tangents au cercle 
en A, B, C, D sont quatredroitesconcourantesetqu*elles forment 
un faisceau harmoniqne. 

13. Transformer par polaires reciproques le iheoreme relatif 
aux medianes qui concourent en un m6me point, en prenant pour 
cercle de transformation le cercle circonscrit au triangle. 

14. M^me probleme, en prenant un cercle quelconque pour 
cercle de transformation. 

15. Si un quadrilatere ABCD est circonscrit a un cercle, la droite 
qui joint le centre au point de rencontre des droites qui joignent 
deux points de contact consecutlfs,estperpendiculaire a une diago- 
nale du quadrilatere. 

16. Autour d'un point fixe K d'une secante MN pivote une 
secante variable PQ d'un cercle ; latangente en M au cercle coupe 
lestangentes en P et Q en A et B ; lieux des points de rencontre 
des droites AK et BQ, AP et BK. 

17. On considere les quadrilateres inscriptibles dont deux cdtes 
opposes sont sur deux droites fixes et dont les diagonales se 
coupent en un point fixe ; trouver le lieu des centres des cercles 
circonscrits. 

18. Sur le diametre AB d*un cercle, on prend deux points M et 
N equidistants du centre ; on joint les points M, 0, N a un point 
P du cercle ; les droites PM, PO, PN coupent le cercle en C, T, D ; 
demontrer que les droites AB. CD se coupent sur la tangente eu 
T au cercle. 

19. On considere sur un cercle un point fixe A et une corde 
variable BG de direction donnee ; les tangentes en B et au milieu 
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POLMRES ET PLANS POLUHES 

C se rencoDlreol en ua point P ; les tangentes en C et au 
Tare AR fe rencontrent en un point Q ; d£monlrer que la 
passe par un poiot flie. 

consid«re un cercle inscrit au triangle ABC ; dimontrer 
Ediane issue de A passe par \e point de rencontre de la 
3 A et dn diam^tre du cercle perpendiculaire k BC. 
ler ce Ih^orime par polaires r£ciproques. 

lonlrer que si Ton considire tons Ibr cercles qui ont meme 
t et qui ne se conpent pas, il enisle deux points A, A' qui 
ilaire fiie par rapport k ces cercles. 

nontrer qu'il exisle une infinite de cercles orlhogonaus 
leols et que tous ces cercles passent par A et A'. 

ontrer que les polairps d'un point P par rapport a toos 
iquiontle m^me axe radical passent par un point fixe P'. 

uver le lien des points dont les polaires par rapport k 
les sent concourantes et trourer le lieu du point de 
leces polaires. 

;onsid£re un tri^dre SABC et trois plans men^s par S\, 
unedroite SO ; soient SA', SB', SC les rayons conjugues, 
rt am faces, de leurs intersections avec lea plans prSce- 
montrer que les droites bA', SB', SC sontdans un m^me 

leciproque. 

droite AB se d^place en renronlrant deus droites tixes 
trouver te lieu du conjngue barmonique par rapport & 
point oil cette droite rencontre un plan Hxe parallele h 

n fdisceau de quatre pkn^ est barmonique, et si deui 
IX sent reclangulaires, ils sont les plans bissecteurs des 
. deux autres. 

con!'id6re trois droites Di, D^, Dj et les droites A qui les 
nt; inontrer que si on mene quatre droites A qui dSter- 
r D| une division barmonique, ces monies droites d4ter> 
r Da et Dj des divisions harmoniques. 

plans menes par Di et ces quatre droites A forment un 
armonique. 

>uver ic lieu des polaires d'un point par rapport aui 
ine sphere situ^s dans des plans qui passent par ce point. 
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31 . Trouver le lieu des centres des spheres tellesque deux droites 
donn^es D et D' soient conjuguees par rapport a ces spheres. 

32 . Construire une sphere passant par un cercle donne et telle 
que deux points Aet A' soient conjugu^s par rapport kcette sphere. 

33. Trouver le lieu des centres des spheres passant par un point 
et tellesque deux points A et A' soient conjugues par rapport 4 ces 
spheres. 

34. Trouver le lieu des centres des spheres passant par deux 
points donnes et telles que deux points A et A' soient conjugues par 
rapport a ces spheres. 
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599. D6anitions. — Soient A un point d'une figure et un 
point de Tespace {fig. 437); sur la droite OA, prenons un point 

A' tel que 

OAXOA' =K 

k' sera dit le point inver^se de A ; est le pdle ou le centre 

(('inversion; k est la puissance 
d'inversion. La relation entre 
A et A' 4tant syra^trique, 
Tinverse de A' sera le point A ; 
Tinversion est done une trans - 
formation r^ciproque ; on 
Tappelle quelquefois transform 
mation par rayons vecteurs 
r^ciproques. 

Si la puissance k est positive, les vecteurs OA et OA' sont 
de meme sens ; si elle est negative, ces vecteurs ont des sens 
diff^rents. 

Si Ton prend les inverses d'un point B relativement au meme 
pole et a des puissances oppos^es k et — A, on obtient deux 
points B' et B" sym^triques Tun de Tautre par rapport au pole 
d'inversion"; on a, en effet, 

OBxOF = A, 06x05^= —k. 




Fig. 437. 



0B'=— OB". 

II en r^sulte que, pour ^tudier les diverses positions du point 
inverse d'un point variable, on pent supposer la puissance posi- 
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tiye; on en deduirait par sym^trie les r^sultats relatifs k une 
puissance n^ative. 

Supposant la puissance positive, proposons-nous de chercher 
les points qui coincident avec leurs homologues; si M est un 
tel point, on a 

OMXOM -m* = k. 

La distance OM est constante et tons ces points sont sur une 
sphere de centre et de rayon s/k; d'ailleurs, un point de 
cette sphere coincide avec* son homologue; cette sphere est 
appel^e sphere rf'twversion . , 

Si main tenant A et A' sont deux points homologues quel- 
conques, situ^s sur un rayon OM, la relation 

OAxOA^ = * = 0M' 

inontre que ces points sontconjugu^ par rapport k la sphere, et 
on voit que, r^ciproquement, deux points conjugu6s par rap- 
port k la sphere d'inversion et situ^s si>r un diam^tre sont 
inverses Tun de Tautre. 

600. Th6op6ine. — Deux figures inverses F', F" d'uneiroisi&me 
F par rapport d un mime pdle d'inversion sont homothitiques 
par rapport d ce pdle. 

Si M' et M" sont les homologues, dans ces figures, d'un 
point M de la troisi^me, les points M', M* sont sur la droite 
qui joint M au centre d'inversion, eton a 

OM.OSF = k. 



ce qui prouve que M" et M' sont homologues dans Thomo- 
th^tie de rapport -- • 

n 

Rbmarque I. — , Dans le cas particulier oil &" = — k\ les 
figures F', F" sont sym^triques par rapport au pole d'inversion* 
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BeMABQue II. — Le th^r^me montre que la forme d'une 
figure inverse d'une figure donn^e depend uniquement de ta 
position du pole et non de la puissance d'inrersion. 

BEBiAnQiiE III. — Les transformations d6}k 4tudi4es, transla- 
tion, homoth^tie, ^taient (elles que deux operations successives 
de m^me nature pouvaient etre remplac^es par une operation 
de cette nature ; il n'en est plus de m6me pour I'inversion, puie- 
que deux inversions successives relatives k un m^me pole ^ui- 
valent k une homoth^tie. 

601. Th^orAme. — Deux coupUt de points inverses sont sur 
un cercle. 

Si A et A', B et B' sont deui 
couples de points inverses, on a 

OA.OA' = OB.Off = k; 
ces points sont done sur uii 
mfime cercle du plan AOB. 

602. Corollaire. — La distance de deux poinls A' e( B, inver- 
ses del points A et B, est igale d. la distance AB muUipliiepar la 
vatevr absolue de la puissance d'inversion el divisie par le pro- 
duit des distances du p6le aux points A et B. 

Les triangles OAB, OA'B' (fig. 438j sont semblables et on a 

A'B _ OA' _ OAxOA' _ I k\ 

AB ~ OB ~ OAxOB ~ OAxOb' 

en d^signant par I /: | la valeur absolue de la puissance k. Si 

les points A, B, A', B' sont en ligne droite avec le pole, le r^sul- 

tat est imin^diat. 

603. ThAortme. — Les tangenles en deux points homologues 
de deux courbes inverses forweni un triangle isocHe avec la droite 
qui joint ces points. 

Soiect A et A' deux points homologueset AT la tangeuteen A 
ik I'une des courbes (fig. 439) ; nous allons montrer qu'il existe 
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une tangente en A' k Tautre courbe et que ces droites forment 
avec AA' un triangle isoc^le ; soit AT une droite du plan OAT, 
telle que 

A A^AT = -- A'aTa^' ; 

raenons la s^cante OBB' voisine de OAA' ; le quadrilatfere ABB' A' 




Fig. 439. 

est inscriptible et les angles BAA', BB'A' sont suppl^mentaires ; 
ies angles g^om^triques BAA' et TiB'B sont ^gaux ; ils ont des 

sens diiferents ; le premier a pour limite TAA' et le second a 

pour limite f^A^; ces limitessont ^gales et les droites TA, T'A' 
situtes dans un meme plan forment avec AA' un triangle 
isocMe. 

604. Gorollaire. — Deux courbes^ ou deux surfaces^ ou une 
courbe et une surface se coupent sous le meme angle que leurs 
inverses. 

I. Angle de deux courbes, 

!• Supposons que la courbe G {fig. 440) soit plane et que le 
centre d'in version soit dans le plan de C ; la courbe C sera 
situ^e dans ce m6me plan ; si une courbe Ci est dans ce plan, il 
en serade m^me deson inverse Ci. Les tangentes en des points 
A', A homologues k deuK courbes inverses C et C sont sym6- 
triques par rapport aux perpendiculaires au milieu de AA' ; les 
tangentes aux deux autres courbes inverses Gi et Gi passant par 
A et A' seront sym^triques par rapport a cette perpendiculaire ; 
il en r^sulte que Tangle des tangentes aux courbes G'l et G' est 




m^trique de Tangle des tangentes aas courbes C, etC; ces 

gles sont ^gaux. 

i" Consid^rons (/i^.4t0)deuxcotirbes C et Ci qui secoapent 
en un point A, rt 
teurs inverses C et 
C'l qui se coupenten 
A', inverse de A; les 
tangentes AT et AT, 
AT, et ATi' sont res- 
pective men t sym^tri- 
ques par rapport au 
^[g. aa. plan perpendiculaire 

i AA' en son milieu; 

en r^sulte que les angles TAT,, TA'T, sont ^gaux, ^tant 

m^triques I'un de t'autre par rapport iice plan. 

II. Angle dedeux surfaces. 

Consid^rons deux surraces s., s, en supposant que ce soient 
s cones, des cylindres ou des spheres ; ces surfaces se ren- 
ntrant en un point A, leurs inverses Z', z'l se rencontrent 

A', inverse de A. 
A toute courbe G trac^e sur z correspond la courbe inverse 
trac^e sur S', et les tangentes a ces courbes sont sym^triques 
ir rapport au plan P perpendiculaire a AA' en son milieu; il 

r^sulte que les plans tangents ^ s et £', lieux des tan- 
nlesaux courbes C et C, sont syra^triques par rapport a P. 
en est de m6me des plans tangents aux surfaces s, et si; le 
&dre form^ par les plans tangents i £' et s, est alors sym^ 
ique du diMrerelatit'aux surfaces i; et 2i; ces di^dres sort 
mc 4gaux. 

En particulier, ti deux lignes ou deux surfaces iont tangentes 
I orthogonales, U en est de mime de leurs inverses. 

III. Angle d'une courbe et d'une surface. 

On voit ^alement que I'angle d'une surface el d'une ligne eit 
al a I'angle de la surface et de la ligne inverses., en appelant 
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angle d'une ligne et d'une surface Tangle que fait la tangente k 
la ligne avec le plan langent k la surface. 

605. Inversion d'un plan. — 1° Consid^rons un'plan passant 
par le pole; les inverses de ses diff^rents points seront toujours 
surle plan, qui est alors son propre transform^. 

2*" Soit un plan P qui ne passe pas par le pole ; abaissons du 

pole la perpendiculaire OA {fig. 
AA\) sur Pet soit A' I'inverse de 
A. Si B est un point quelconque 
du plan et 6' son inverse, la iigure 
ABB'A' est un quadrilatfere ins- 
criptible ; Tangle A 6tant droit, 
Tangle B' oppose est droit et le 
point B' est sur la sphere de 
*^' ^^*' diamelre OA' ; ce point d^crit 

toute la sphere quand B parcourt le plaj^. 

La figure inverse d'un plan qui ne passe pas par le p6le d'in- 
version est une sphere qui passe par ce pdle et dont le diamdtre 
perpendiculaire au plan passe par le pdle. 

606. Inverse d'unt) sphere. — 1° Si la sphere passe par le 
pole d'inversion et si Ton CDnsid^re le plan perpendiculaire 
raen6 au diamfetre OA' issu de ce pole, en un point A inverse 
de A', les points de ce plan et de la sphere sont inverses (605); 
il en r^sulte que la figure inverse d*une sphere qui passe par le 
pdle est un plan. 

^'^ Soit S une sphere qui ne passe pas par le pole d'inversion ; 
si la puissance d'inversion est 6gale a la puissance du pole par 
rapport k la sphere, les points d'intersection de la sphere avec 
une s^cante issue du pole sont inverses Tun de Tautre et la 
sphfere est sa propre inverse. 

Si la puissance d'inversion k est differente de la puissance p 
^u pole par rapport k la sphere, les deux figures inverses avec 
les puissances A;et p sont homoth^tiquesj Tin verse relative k la 
puissance p 6tant la sphere elle-meme, Tinverse relative a la 
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lissance k sera une sphere bomotb^tique, le centre d'ho- 
oth^tie ^tant le pole d'inversion ; le rapport de siinititud& 



La figure inverse d'une sphire qui tie passe pas par le p6le d'in- 
nion est une sphire. 

607. Et^ciPROQUEMBNT, u>i plan el vne sphire peuvent toujours 
re consideres de deux manigres differentes comme inverses Van 
' I'autre; deux spheres peuvent toujours elre considiries de deux 
aniires differentes comme inverses /'une de Vautre. 
L'inverse d'une spli&re ne pent £tre un plan que si le pole 
inversion est sur le diam&tre de cette sphere perpendiculaire- 
I plan; les seulspdles d'inversion possibles soot done les points 
et A' (;¥j. 441), extr^mit^s de cediamfetre; si d'aillenrs on 
ansforme la sphere k I'aide du p61e et avec la puissance 
V.OA, on k I'aide du pole A' et avec la puissance A^.^A, on 
3uve le plan. 
Soient, en second lieu, deux spb^reset S, S' leurs centres de 




nilitude (fig. 442) ; si elles sont inverses I'une de I'autre, elles 
nt homoth^tiques par rapport au pole d'inversion, puisque la 
emigre pent 6tre consid^r^e comme etant sa propre inverse en 
oisissant convenablement la puissance d'inversion. Les seuls 
iles que Ton puisse choisir sont S et S' ; si, d'ailleurs, oi> 
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designe par p la puissance du point S, par exemple, par rap- 
port k la sphere 0, et par k le rapport de similitude, Tinverse 
de cette sphere relativement k la puissance kp sera la sphere 0'. 
On arrive aux meraes r^sultats en consid^rant le point S'. 

608. Points antl-homologues dedeux spheres. — Consid^rons 
deux spheres et 0' {fig, 442) et, par un centre de similitude 
S, menons une s^cante qui coupe les spheres en deux points A 
et A' non homoth^tiques ; ces points seront, d'apr^s ce qui pre- 
cede, inverses ; on les appelle points anti-homohgues ; si Ton 
considere deux couples de tels points A et A', B et B', le qua- 
drilatere ABB'A' est inscriptible et les droites AB, A'B' se^ 
coupent en un point T tel que 

TA.TB = tT.TB'; 

T appartient done au plan radical des deux spheres. 

De merae, si Ton mene en deux points A et A' anti-homolo- 
gues les plans tangents aux spheres, ces plans for men tavec AA' 
des angles 6gaux ; un point commun est un point d'oii on pent 
mener des tangentes 6gales aux deux spheres ; il appartient au 
plan radical. 

609. Inversion d*une droite. — En r^p^tant ce qui a ^t^ dit 
pour le plan, on voit que la figure inverse d'une droite D est 
cette droite si elie contient le pdle d' inversion, que c'est un cercle 
'passant par le pole dans le cas contraire, ce cercle ^tant dans le 
plan men^ par la droite et le pole. II est d'ailleurs Tintersection 
deceplan a vec la sphere inverse d'un plan quelconque men6 
par D. 

610. Inversion d'lin cercle. — 1** II r^sulte de ce qui pr^cMe 
que la figure inverse d'un cercle passant par le pdle est une droite 
situee dans le plan du cercle et perpendiculaire au diametre issu 
du pole. 

2° Consid^rons un cercle ne passant pas par le pole, mais 
dont le plan contient le pole; un raisonnement d^ja fait (606) 
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moDtre que son inverse est un cercle de 
I' intersection du plan du premier cer 
d'une sphere quelconque passant par c 

On voit encore (607) qu'une droile e 
mSmeplan, ou deux cercles siluis dam 
Hre considiris de deux maniires d 
inverses, le pdie d'inversion itant dans 

Dans le cas de deux cercies, on ap[ 
iogues dea points qui sont sur une drc 
d'homoth^tie etqui ne sont pas homt 
bomologues sur deux spheres inverse 
consid^r^s. On voitcomme plus haul ( 
joigneiil deux cou/les de points anli-k 
genles en des poitils anli-homohgues se 
des cercies, cet axe ^tant lui-mdtne i 
sphferes menses par ces cercies. 

li°Gonsid^rons un cercle et un poir 
plan; ce cercle peut fetre consid6r4 coi 
de deux spheres quelconques; lesinvi 
deux autres spheres qui se coupenl sui 
est manifestement la figure inverse du | 

La figure inverse d'un cercle qui ne / 
version est un cercle. 



611. M^ibode de Iranstormation pa 
proques. — Si une figure est formfe c 
si on la trausforme par inversion, on ob 
oon)pos6e de droites, de cercies, de ( 
laquelle les angles sont conserves; les 
sont modili4es comme il a 616 indiqu 
lignes concourantes sont transform^ 
rantes, etc. ; de telle sorte que des pn 
ligure, on peut d^duire d'autres propria 
nous aliens donnerquelques examples s 
de transformation. 
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Fig. 443. 



ExBMPLB I. — Dimontrer que les cercles C d'un plan qui cou- 
pent detix cercles secants de ce plan sous un mime angle sont 
orthogonaux, les uns a un cercle fixe T, ies autres d un second 
cercle fixe T. 

Soient et 0' les cercles donnas (fig. 443) ; transformons 

par iDversion en prenant pour 
p6Ie un point A commun aux 
deux cercles ; les figures inverses 
de ces cercles sont des droites A, 
A' {fig,m); la figure inverse d'un 
cercle C sera une droite ou un 
cercle ; les inverses des cercles C 
devront de plus couper les droites 
A et A' sous le meme angle ; 11 y 
aura d'abord les deux bissectrices auxquelles correspondront, 
dans la figure primitive, deux cercles T, T' passant par A et B 
et tangents en ces points aux bissectrices des angles formes par 
les tangentes en A et 6^ aux cercles et 0'. 
Ensecondlieu, les cercles qui coupent A et A' sousle m6me 

angle, ont leurs centres sur Tune ou 
Tautre des bissectrices MX, MY 
(fig. 444) : ils sont done orthogo- 
naux k Tune ou Tautre de ces droi- 
tes ; il en r^sulte que les cercles C 
appartiennent k deux groupes : ceux 
du premier groupe 6tant orthogo- 
naux au cercle T et ceux du second 
groupe ^tant orthogonaux au cer- 
Fig. 444. cle T'. 

ExEMPLE II. — Qoadrilatdra inscriptible. — Consid^rons un 
quadrilatire convexe ABCD [fig. 445) inscrit dans un cercle, 
et prenons son inverse en choisissant com me pole dMn version 
le sommet A ; le cercle se transforme en une droite, qui con- 
tient les inverses B', C, D' des sommets B, C, D. Le quadri- 

GR^VT. — COIIPL. DB OAOM. 7 
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latere ^tant convexe, A et C soot sur des arcs BD difi^rents et G 

est entre B' et D'; on a done 

(1) BD' = B'C -4- CD'. 

D'autre part, si X est la 
puissance d'inversioDy on 
peut ^rire 

B'G'=BC 




CD' = CD 



B'D' = BD 



AB.AC 

ACAD 
X 



AB.AD 
ouy substituant dans ia 



relation (1) et divisant par X, 

BD BC 



+ 



CD 



AB.AD AB.AC ' AC. AD 

ou, enchassant le d^nominateur, 

(2) BD.AC = BC.AD-f-CD.AB. 

Riciproquement, si cette relation est v^rifide, on en d^duit, en 
divisant les deux membres par AB.AC. AD, 

BD BC CD 



AB.AD AB.AC ' AC. AD 

Les inverses B', C, D' dessonamets B, C, D d'unquadrilatfere 
ABCD, A ^tant pole d'inversion, sont done tels que 

B'D' = B'C-hCD', 

c'est-^-dire que B', C et D' sont en ligne droite et les points 
B, C, D sont sur le cercle inverse de cette droite, qui est un 
cercle passant par le pole A; autrement dit, le quadrilatfere 
ABCD est inscriptible. 
On peut done ^noncer ia proposition suivante : 

La condition n^cessaire et suffisante pour quun quadrilat^re 
convexe soit inscriptible est que le proiuit des diagonales soil 
^gal a la sortime des produits des c6t6s opposis. 



.1 , 



, ■ ft. 



INVERSION 



578 




Fig. 446. 



612. Inverseur de Peaucellier. — Get appareil se compose 

d'un losange articul^ ABCD 
(fig. 446) aux sommets Aet 
C duquel sontarticul^sdeux 
tiges ^ales OA, OC, qui 
peuvent tourner autour du 
pivot 0. Quelle que soil la 
position des points G et A, 
les points 0, B, D, qui en 
sont ^uidistants, sont sur 
la perpendiculaire au mi- 
lieu de AC ; ils sont done en 

ligne droite ; on a, d'autre part, 

OB X OD = OE' — be' = OG' — BC'; 

cette difference est constante, et le point D d^crit la figure 
inverse de celle que d^crit B. 

En particulier, si une tige O'B est fix^e en 0' et articul^e en 
B etsisa longueur est 0(y, le point B d^crit un cercle passant 
par 0; D reste sur une droite. En r^alit^, le jeu du losange ne 
permet pas au point B de d^crire le cercle entier, de sorte que 
D ne d^cilt qu*une portion de droite. 

Get appareil est utilise pour obtenir le guidage rectiligne 
d'un point. 

613. Projection st6r 6ographique. — Etant donnas une 
sphere, un point S de cette sphere et un plan P parallfele au 
plan tangent en S {fig. 447), on appelle projection stereogram 
phique sur le plan P, d'un point M de la sphere, la trace m de 
la droite SM sur ce plan. S est appel6 \q point de vue et P le 
plan du tableau. 

Le plan P et la sphere pouvant etre considdr^s comme 
inverses par rapport au p61e S, m est le point inverse de M, et 



la projection st^rtio^phique d'une figure trac^e 
est sa 



Lorsque la projection st^r^ographique est uq 
se proposer d'en trourer le centre; & cet effet, a. 
circonscrit ji la sphere donn^e le long du cercl< 
dont le centre est le sommet £ de ce cdne et doi 
la g^n^ratrice du cone, passe par le cercle; en 
cercle, le plan tangent k la premiere sph !;re conti 
trice du cdne qui passe par ce point; le ptai 
seeonde sphere est perpendiculaire k cette g4ndra 
que les deux sph^s soot orthogonales. Dans 
premiere sphere se transrorme en un plan P, la s 
ie transforme en une sphere ortliogonale k ce pla 
est dans le plan et le cercle C n'est autre chose 
cercle de cette sphere situ4 dans le plan P : son c 
le centre de cette sphere; il est par suite sur la dr 
Le centre du cerde transform^ (fun cercle C es 
qui joint le point de cue au sommet du c6ne etrc 
de C. 



•f-g 
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CONE ET CTLINDRE OBLIQUES A BASE CIRCULAIRE 

614. D6fixiition9. — On appelle plan principal d'un cdne 
oblique k base circulaire le plan men6, par le sommet et le cen- 
tre de la base, perpendiculairement ai^ plan de base. 

On appelle plan principal d'un cylindre oblique k base circu- 
laire, le plan men6 par les centres des bases perpendiculaire- 





Fig. 448. 



ment aux plans de ces bases. Un plan principal est un plan de 
symitrie, Consid^rons, par exemple, le cas du c6ne {fig. 448) ; 
le diamitre AB de la base, situ^ dans le plan principal, est un 
axe de sym^trie pour le cercle de base ; comme, d'autre part, 
le plan de base est perpendiculaire au plan principal, toute 
droite MM', qui joint deux points sym^triques par rapport k 
AB, est perpendiculaire au plan principal. M et M' sont sym^- 
triques par rapport k ce plan ; il en est de m^me des generatrices 
SM, SM'; les points du cone sont done deux k deux sym^triques 
par rapport au plan principal. 

On appelle section anti-paralUle du cone ou du cylindre 
obliques k base circulaire une section dont le plan est perpendi- 
culaire au plan principal et dont la trace A'B' est anti-parall^le de 
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la trace AB du plan de base, c'est-k-dire telle que le quadri- 
latere ABB'A' soit inscriptible. 




615. Tli6or6ine I. — Siun cdne ou un cylindre coupent une 
sphere suivant un cercle, Us la coupent suipant un second cercle 
ou lui sont circonscrils le long du cercle donn6. 

lo CoDsfd^rons un c6ne de sommet S ayaut pour base un cer- 
cle C d'une sphere 2 {/ig. 449) ; une g6n6ratrice quelconque SA 

coupe la sphere en un second point 
A' ou lui est tangente ; plaQons-nous 
dans le premier cas ; le produit 

SAxSA' est constant ; c'est la 

puissance du point S par rapport k 

la sphere ; le lieu de A' est done un 

cercle C, inverse du cercle G. Le 

plan P qui contient le sommet S, le 

centre de la sphere et le centre du 

cercle C, est plan principal pour le 

cone ; il est plan de sym^trie pour 

la sphere ; il en r^sulte qu'il est plan 

de sym^trie pour C\ dont le centre est d^s lors dans P et dont 

le plan est perpendiculaire k P ; c'est done une section anti- 

parall^le. 

Une g^n^ratrice ne pent etre tangente a la sphere qu'en un 
point commun aux cercles C et C; supposons alors que ces 
cercles aient un seul point commun ; il sera sur la trace des 
plans de ces cercles dans le plan principal ; les deux cercles 
auront pour tangente commune Tintersection des plans C et C' 
^t le cdne sera tangent a la sphere au point consid^H. 

Si les cercles ont deux points communs, ces points seront 
sym^triques par rapporl au plan principal et le cone y sera tan- 
gent h la sphere. 

Enfin, si ces cercles ont trois points communs, ils coincident 
et toutes les generatrices sont tangentes k la sphere, qui est ins- 
crite dans le cone ; ce cone est de revolution. 



Fig. 449. 
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Remarquons d'ailleurs que si le cdne est de revolution dans 
6lre circoDScrit k la sphere, son sommet est surle diam^tre qui 
passe par le centre du cercie C ; les longueurs SA sont con- 
stantes; il en est de m^me des longueurs SA' et le plan C est 
parali&Ie au plan de base. 

2^ Soit un cylindre dont la base est un cercie de diam^lre AB 
situ^ dans le plan principal pris pour plan de figure {fig. 450) ; 

les generatrices issues de A et B de- 

terminent dans le grand cercie de la 

sphere une corde A'B' et le plan per- 

pendiculaire au plan de figure mene 

par A'B' est sym6trique du plan de 

base par rapport au plan P mene 

par le centre de la sphere perpendi- 

culairement k kk' et BB'. Le cercie 

de diam^tre A'B' est sur la sphere ; 

il est egalement sur le cylindre, les 

generatrices de ce dernier etant des 

cordes dont le plan diametral est P. 

Le cylindre rencontre done la sphere suivant un second cercie. 

Les particularites signaiees dans le cas du con^ se retrouvent 

dans le cylindre . 




¥\fi. 450. 



616. TMor^me II. --Par deux cercles siiu^s sur une sphere 

onpeut faire passer deux cdnes, 
Vun d'euxpouvant se riduire A 
un cylindre. 

Si Ton mene par le centre 
de la sphere un plan perpendi- 
culaire aux plans de ces cer- 
cles, il determine dans la 
sphere un grand cercie et dans 
les cercles deux diametres AB, 

A'B',. {fig. 481); les cordes AA', BB' et AB', A'B se coupent res- 

pectivement en S et S'. 




Fig. 451, 






k 



EIVBMIOH 

thtorime pr^c^deot, le o 
ntient le cercle A'B' ; il en 
et de base AB ; les deux c 

; I. — Si lesdeuxcordes Ai 
le est remplac^ par un cylic 
; II. — II D'y a pas d'autre ( 
passant par ces cercles; car. 
X le cercle Afi, il couper 
le tel que le plan men^ par 
■pbire soil perpendiculaire 
cercle est A'^, ce plan se: 
pourra6treque S ou S'. 

irime III. — Toule section 
t ff un cylindre d base cireul 
i, A'B' les traces, sur le ph 
ilan de section anti-parall6l( 
m^me cercle et le c6ne de t 
AB, coupe la sphere doni 
3 suJTant le cercle A'B'; la 

lonstration, applicable auc; 
irclea appartenant k des sec 
' une m6nie sphere. 

oreme. — Les seuts cercle* i 
tin cylindre a base circulaire 
U dans des flans anli-parall 
)ns une section circulaire i 
Jt cboisir de fa?on qu'elle r 
i; il existe alors une sphere 
J qui est, dfes lors, anti-para 

I. — Si le cone ou le cylind 



est parall^Ie k cette base e 
IS de sectiODS circulaires. 

n cdne de revolution adme 
endiculaire k I'ase menS 
illimit^ de chaque cdt£ di 
i^ridiensEont des plans.de 
:ipaux. 

c6ne oblique k base circi 
ID plan principal ; si on cor 
le et an ti- parallel e k la b 
mSme cdt^ de ce sommet, 
'ice int^rieure de Tangle dei 
rincipal ; les points des s* 
ques par rapport au plan P 
zulairement an plan prin 
!. On voit de m^me que le [ 
ipal, et men^'par la bissf 
atrices, est un plan de syn 
sprincipaux. 

« plans de sym^trie; en efl 
sym^trie pour une section 
nous ayons consider^, ou 
poniJrait une section eirc 

pour le cylindre. 



e d'iDversioD pour qu'un cei 
ji'ea line taD§:eQte? pour < 
taDgent ? 

centre d'un cercle est aur la [ 
au cercle inverse du prem 
I cercle. 
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3.. D6moDtrer que Tinverse du centre d'une sphere est sur le plan 
polaire du p61e d'inversion par rapport a la sphere inverse de la 
premiere. 

4. Transformer deux spheres par inversion en deux spheres 
concentriques. 

5. Transformer deux cercles par inversion en deux cercles con- 
'centriquQ3 : 1® en les supposant dans un m^me plan, le p6ie etant 
dans le plan ; 2o en les supposant sur une mdme sphere ; examiner 
dans quel cas le prohl^me est possible. 

6. Transformer, en geom^trie plane, deux cercles en deux cercles 
egaux, ou> dans Tespace, deux spheres en deux spheres egales. 
Trouver le lieu des p61es de transformation. 

7. Trouver une condition necessaire et suffisante pour qu'un 
point puisse servir de p61e dlnversion de fagon que deux cercles 
situes dans un plan aient pour inverses deux cercles ^gaux non 
situes dans ce plan. 

8. Transformer dans un plan deux cercles secants en deux cercles 
6gaux et tels que la corde commune de ces derniers ait une lon- 
gueur donnee. 

9. Transformer dans un plan trois cercles en trois cercles egaux 
ou, dans Tespace, trois spheres en trois spheres egales. 

10. Transformer deux spheres en deux autres, le rapport des 
rayons etant conserve; m^me probleme pour une transformation 
plane relative a deux cercles. 

11. Etant donnes trois points A, B, C dans Tespace, trouver le 

lieu des p61es d'inversion tels que. A', B', C etant les inverses de 

A, B, G, on ait 

A'B' = B'C. 

12. Transformer quatre points d*un cercle en quatre points en 
ligne droite^ A'. B', C. D', tels que A'B' = CD'. 

13. Trouver le lieu des p61es d'inversion tels^que trois points 
donnes A, B^ G se transforment en trois points sommets d'un 
triangle equilateral. 

14. Transformer dans le plan le theorfeme de Brianchon relatif a 
un triangle. 

15. Transformer dans le plan un parallelogram me. Propriet^s. 
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16. Par deux points, mener nn cercle tangent ou orthogonal a 
un cercle donne^ les deux points etant dans le plan du cercle. 

17. Parun point, mener un cercle tangent a un cercle et une 
droite, ou a deux droites, ou k deux cercles, tous dans un m^me 
plan. 

18. Mener un cercle tangent a trois cercles d'un plan. (On ran)e- 
nera au probleme pr6c6dent, en diminuant tous les rayons du plus 
petit, ou en les augmentant tous de Tun d'eux.) 

19. Par deux points d*un plan, mener un cercle qui coupe un 
cercle de ce plan sous un angle donne. 

20. Par un point d'un plan, mener un cercle qui coupe deux 
cercles, deux droites ou une droite et un cercle de ce plan sous 

des angles donnas. 

» 

21. Tracer, dans un plan, un cercle orthogonal k deux cercles 
secants et coupant un troisi^me cercle ou une droite sous un angle 
donne. 

22. Par un cercle donn^, mener une sphere tang^nte ou ortho- 
gonale k une sphere donnee. 

23. Par deuxpoints^ mener une sphere tangente k deux spheres, 
ou a un plan etune sphere, ou a deux plans. 

24. Trailer la m^me question en supposant la sphere inconnue 
taogente kTune des surfaces donnees et orthogonale k Tautre, ou 
orthogonale aux deux. 

25. Par un point, mener une sphere tangente ou orthogonale k 
trois spheres, ou k deux spheres et un plan, ou k deux plans et une 
sphere, ou a trois plans. 

26. Remplacer dans Tenonce precedent une surface orthogonale 
par une surface tangente. 

27. Mener par deux points un cercle orthogonal k une sphere. 

28. Trouver le lieu des points de contact des cercles qui passent 
par deux points et sont tangents k une sphere. 

29. Mener par un point un cercle tangent a deux spheres. 

30. Par un point, on mene deux cercles tangents a deux cercles 
secants d*un plan (les contacts etant de m^me nature) ; demontrer 



orthogonal aux cercles 
;aux avec les denx auln 

me trois poiDU A, B, C 
le est langeote en C k 1 
oaver le liea du second 
ariable avec la droite B' 

Dsid^ra les spheres qui passeni par un cercie tiie, et 
fixe du plan de ce cercie, on m^ne les tangentes ^ la 
oint cbacun des points de contact T !i un point B flie 
iercle ; trouver le lieu du second point de rencontrede 
le la droite TB. 

: point A commun k deux cercles, on m^ne denx 
Iconques ABC, AB'C, Trouver le lieu du second point 
I des cercles ABC, AB'C. 

point A comiDun k deux sph^rea, on m^nedeux s6caQ- 
iies ABC, AB'C. Trouver le lien du second point d'in- 
s cercles ABC, AB'C. 

isidere un triangle ABC et on d^crit les cercles pas- 
t B, par A et C et dont les tangentes en A sonl res- 
les droites qui joignent ce point aux milieux des arcs 
ercle circonscrit au triangle ABC ; demontrerqneraxe 
9 cercles est la bissectrice de Tangle A. 

Qsid^re un quadrilatfere inscrit ABDC dans lequel le 
un cOt£s opposes est la moitiS du produit des diago- 
er dans que) rapport la corde d^termin^e par les c6t^ 
1 un cercie passant par B et C est partag6e par la dia- 

isidere un cercie, un point A dans son plan et lliomo- 
par rapport II A de la polaire de A dans le rapport 

rer que les cercles qui passent par A et sont tangents 

■ pent D sous un angle constant. 

trer le tMoreme analogue pour la sphere. 

id^redeux axes rectangulai reset surcesaxesdeui points 

it B tels que '^"'""^ ^oit constant. Les cercles 

OA et OB se coupent en nn point H. Trouver le lieu 
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{ulaires OX, OY et snr ces 
axes deux points variables A et B tels que OA + OB soit cods- 
taol. Les cercles de diam^lres OA et OB se coupeat en un point H. 
D^moQlrer que le cercle passant par et H et orthogonal au cer- 
cle OAB passe par ua point fixe autre que 0. 

41 . Lieu des droites issues d'uD point A teiles que le produit des 
segments limit^s an point A et li deux plans flies soit constant. 

42. La flgare inverse d'un cdne & base circniaire peat £tre engen- 
dree par des cercles qnipassent par deux points fixes ; coDtient-ell6 
d'autres cercles ? 

43. Les cercles qui passent par un point A, sont ortfaogonaux 
kune sphere tiie et tangents k une autre sphere, ont un second 
point commun et sont tangents a uneinflnit^ de spheres. 

44 Lieu des Bommets des cdnes qui ont pour base un cercle 
donn^ d'une sphere et qui coupent cetle sphere suivant un second 
cercle d'aire donn^e. 

4S. Par un cercle donn^ sur une sphere, on fait passer un cylin< 
dre; Irouver le lieu du centre dn second cercle d'intereection avec 
la sphere, et I'enveloppe de son plan ; montrer que ce cercle reste- 
tangent i deux cereles fixes, si les generatrices du cylindre reslent 
paralleles k un plan fixe perpendiculaire au plan du cercle donne. 

4S. Quel est le lieu des centres des projections stgreographiques- 
des cercles d'une sphere qui passent par deux points fixes? 

47. On considSre sur une sphere les cercles tangents k un cercle 
fixe et orthogonaux a an autre cercle ; montrer qu'ila soot tangents- 
a un troisi^me cercle fixe. 
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i. On coQsidere un cercle fixe et un point fixe A. 

1<> D^montrer que les cercles G passant par A et orthogonaux 
k passent par un second point fixe A'. 

2<> Trouver le lieu du point de rencontre de la tangente en A kun 
cercle G avec la tangente qui lui est perpendiculaire. 

3o Trouver le lieu des projections du centre sur les polaires 
par rapport aux cercles C des extr^mit^s du diaroetre du cercle 0, 
qui passe par A. 

2. On donne un triangle isocele GAB (DA =.0B) et un point li 
dans son plan. 

PA MA 

{0 Determiner sur OM un point P tel que -p^ = -^• 

2o Trouver le lieu de P si M decrit une droite ou un cercle 
donn6s. 

30 Peut-on choisir le lieu de M de fa^on qu'il coincide aveccelui 
de P? 

3. On consid^re deux cercles passant paries points A et B et 
on prend leurs centres de similitude S et S'. 

10 Demontrer que le cercle qui passe par A etles centres 0,0' de 
ces cercles est orthogonal au cercle de diametre SS'. 

20 Trouver le lieu du centre du cercle OAO', si les points A, B, 
S, S' sont fixes, les rayons des circles donnes variant. 

4. Dans un triangle ABC, on mene les bissectrices interieures et 
exterieures des angles A, B, G, qui coupent les c6t6s opposes en 
a, a' ; fi, ^' ; y» y' ®' ^^ considere les cercles de diametres aa', 

m TY'. 

1^ Demontrer que ces cercles sont orthogonaux au cercle ABC. 

2** Demontrer que ces cercles ont deux points communs M et M'. 

3" Demontre-r que toute parallele k AM est partagee en deux par- 
ties egales par AM' et les droites qui joignentle point A aux points 
de rencontre de MM' avec le cercle ABC. 

5. Par un point P d'une droite AB (P non situe entre A et B), 
on trace une secante variable et on considere les deux cercles pas- 
sant par A et B tangents en M et N a cette secante. 

l** Demontrer que les cercles MAN, MBN passent respectivemeot 
par des points fixes A' et B'. 
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2» D^montrer que les cercles MAN, MBN sonl constamment 
egaax. 

3* Demontrer qi)e ces cercles se coupent dans le m6me angle que 
les cercles ABSf, ABN; peuvent-ils 6tre orthogonaux? 

6. On considere un point fixe A sur un cercle et une corde BO 
qui se d^place parallelement k eile-m^me : soient A', B', C les 
symetriques du point de rencontre des hauteurs du triangle ABC 
par rapport aux cdtes. 

1<* Demontrer que la polaire du point de rencontre des droites 
BB\ CC passe par un point fixe P. 

2o Trouver le lieu de P, si A varie, la direction BG etant fixe, 
ou si la direction BG varie, A elant fixe. 

7. On considere deux circonferences et 0' el une circonfe- 
rence M tangente k la premiere etorthogonaleala seconde. Soient 
I le point de contact des circonferences et M, H et K les points 
de rencontre des cercles 0' et M. 10' rencontre le cercle M en N. 

to Demontrer que la droite MN rencontre 00' en un point 
fixe G et trouver le lieu du point N. 

20 Demontrer que la circonf6rence M est constamment tangente 
aun cercle ^xe. 

8. D*un point A on mene les tangentes AT, AT' k un cercle et 
uoe secante AMM'. 

10 Demontrer que toute parall^le a TT' est partagee en deux par- 
ties egales par les droites TM, TA^ TM'. 

20 La tangente parallele k AT est partagee en deux parties egales 
par les tangentes aux points M, T', M'. 

3<* Les cercles tangents au cercle donne en T et T' et passant par 
le point de rencontre de TT' et de AMM' se coupent en un second 
point dont on demande de trouver le lieu, quand la secante varie. 

9. On donne deux cercles fixes et 0' tangents en un point A, 
et un cercle G variable tangent aux premiers ; par A on trace un 
cercle r variable tangent au cercle G et coupant sous un angle 
constant a : 

lo Demontrer que r coupe 0' sous Tangle a. 
2® Demontrer qu'a chaque cercle G correspondent quatre cercles 
r et trouver le lieu de leurs centres. 
3«» Trouver le lieu des points de contact des cercles C et r. 

10. Od donne deux cercles et 0' qui se- coupent en A; par 



n trace uae secaate fixe, qui r 
t C et uae secaate variable q 

e lien du point de rencontre < 
;r que le segment qui joint le 
I vu da point A sous ua ang 
losition de la s^cante ce seg 



16 trois droites OX, UY, OZ el 

>nt par le point et renconl 

coupe OZ en C. 

:r que les cercles OKC, OBC coapent le premier sous 

lant. 

emier cercle rencontre OX et OY sous des angles 

m est de mSme des cercles OAC, OBC. 

is mends par et A orthogonalement au cercle OBC, 

bogonalement au cercle OAC, par et C orthogona- 

ircle OAB ae coupent en un second point dont on 

:u, en supposant que le cercle OAB coupe OX et OY 

js constants. 

oint de concours D des tangentes Bi>, CD au cercle 

a an triangle ABC, on mfene la droite BDF parallMe 

en A et qui rencontre A8 en E, AC en F. 

ir que D est le milieu de EF. 

!r que la droite AD est symdtrique de la mediane 

r rapport k la bissectrice intdrieure de Tangle A. 

ite en A coupe la tangente au milieu de Tare BC en 

e ii cette droite menee par D en B' et BC en C j 

e OA' est bissectrice de Tangle COB', 

t un point variable H d'une circonfdrence flie 4 deux 
de son plan ; les droites MA, HB coupent ie cercle en 
irallele& AB mende par P rencontre le cercle en R. 
6r que la droite QR rencontre AB en un point fixe S. 
e lieu du point S en supposant B fise et A sur un 

quel doit dtre ce cercle pour qu'il solt en m£me 

de S? 

;rcles variables sont tangents entre eux en un poiat 
gents a un cercle fine en des points fixes A et B. 
le lieu du point H et du second centre de similitude 
riables- 
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2" Par A et M. on trace un cercle qui coupe le ccrcle fixe sous un 
angle constant ; trouver le lieu de son second point d'intersection 
avec le cercle pr6c6dent raen6 par B et M. 

15. On considfere un qnadrilatSre complet ABCDEF et le point I 
de rencontre des diagona-es AC.BD; on joint les points I et E 
parune droits qui coupe AD et BG en M et N. Les droites MB, MC 

«, 1?E rrr E**"* "' ^' ^ '""' '" "^"' '*'"°"'' "'"'' ''"' ''' ^'' ^' 
Jo^D6montrer que les droites MB et NA, MC et NO se conpent 

16 Etant donnes un cercle fixe 0, une droite D langente k ce 
cercle. et une droite A parallele k D, situee du mfime cdte que 
T-'m ***!!"'/ ^ ^' °® *=""P*"' P*' '« '=ercle. on mfene d'un point 
D en B et C ^ '^^ *«"g«"tes au cercle 0, qui coupent la droite 

1" Trouver lelieu du point de rencontre du cercle ABC et de la 
bissectnce de I'angle BAC. 

20 Trouver I'enveloppe dn cercle ABC. 

.V Trouver I'enveloppe du cercle passant par les milieux des c6t6s 
au triangle ABC, et, en supposant la distance des droites D et A 
egale a trois fois le rayon du cercle 0, trouver le lieu du centre 
on cercle pr6c6dent. 

17. On donne deux droites fixes D et D' non situees dans un 
rnSme plan, un point fixe A sur D et un point fixe A' sur D'. 
boient S une sphfere dont le centre est situe sur D et qui passe 
par A, S une sphere dont le centre est situ6 sur D' et qui passe 
par A'. n r 

i' 11 existe deux spheres S tangentes k une sphere donnee S'. 
20 Lieu des points de contact de deux spheres S et S' lorsqu'eiles 
varient en restant tangentes. 

18. On donne un cercle C et deux points A et B dans son plan. 
!• Trouver sur le cercle un point M fel que si MA et MB coupent 

t en A et B', les quatre points A, B. A', R' soient sur un m6me cer- 
cle r; on trouve en general deux points M. M' auxqucls corres- 
pondent deux cercles r, T. 

0»*VY. — COJIPL- DB 0*0M. . 




n choisissaat A et B de fa^on que f el r' soient confondus, 
r le lieu de B et le lieu du point de rencontre de MM' et de 
le commune a C et r si A est fixe. 

BS cordes A'B', A'B" communes aux cerclea G et r, C et r' 
pent en I. Lieu de I, A eUnt Bxe et B sur un cercle con- 
lue £i C. 

On conaidere deui spheres secantes et uq point A par lequel 

me des spheres tangentes aux premieres. 

rouver les lieux des points de contact. 

i M et M' soot les poinU de contact d'uoe sphere variable avec 

leres fixes, demontrer que 1« cercle AMM' reste orthogonaJ a 

ifinit^ de spheres dont les centres sont en ligne droite. 

Par une droite AS, on mene deux plans rectangulaires fixes 
Qs chacun d'eux, on considers les cercles de diametres OA, 
) 6lant le milieu de AB) ; sur les tangentes en A et B, on 
des longueurs AA' = BB' et on joint ^ A', i B' ; les 
s ainsi obtenues renconlrent les cercles en A* et B*. 
•emonlrer que les cercles OA*B" sont sur des spheres langen- 
tre elles en un point gxe. 

rouver ie lieu du point de rencontre des cercles OA'B" avec 
n tangent aux deux cercles donnes en 0. 
lemontrer que les cercles OA, OB sont coupes sous un mfime 
par le cercle OA'B'. 
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620. I>6fliiitioii. — On appelle ellipse une courbe plane lieu 
des points dont la somme des distances a deux points fixes situes 
dans son plan est uneconstante 2a. 

Ces points sont appel^s les foyers de I'ellipse; leur distance 
est la distance focade de la courbe et est designee g^n^ralement 
par 2c . 

II est manifeste que tout point du plan non situ^ entre les 
deux foyers sur le segment qui les joint est tel que la somme de 
ses distances aux foyers est sup^rieurek la distance focale; il en 
resulte que si a = c^ le lieu se r^duit k la droite qui joint les 
foyers, cette droite 6tant limit^e aux foyers, et si a<^C9 aucun 

point du plan ne correspond 
k la definition donnde. 
Supposant maintenant a>>c, 
nous aliens montrer que la 
definition donn^e est legitime 
et construire des points cor- 
respondant k cette definition. 

621. Gonstraction de Tel- 
lipse par points. -^ Soient F et 
F' les foyers (/t^. 452) ; du point F corame centre, avecun rayon 
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r, d^crirons un cercle et du point ¥" comme centre, 

yon 2o — r, d^rirons un second cercle; ces deux 

coupent en deux points H, H' qui appartiennent au 

! construction ne sera applicable quasi 2a — r est 

si la distance des centres 2c est comprise entre la 
et la difference ia — 1r ou 2r — 2a des rayons ; 

B conditions est toujours remplie, car nous avons sup- 

' c. 

part, si r 'C.a, on doit avoir si mill tankmen t 
vCta et ?o — 2r < 2c, 

r<2fl et r > o — c; 

'e de ces in^atit^s est T^rifi^ d'apr^ I'hypolh^se; si 

n doit avoir simullan^ment 

r < 2a et 2r — 2a < 2f , 

r <;2a et r <_a-\-c; 

re in^galit^ est v^rifi^e si la seconde Test, puisque c 

uri a. 

me, le rayon du cercle F oudu cercle F estassujetti 

apris entre a — c et a-\-c. 
cas particulier oil r = a — c ou r = a -\- c, le 
I'autre cercle est a + c ou a — c, et les deux 

igents entre eus fournissent deux points A et A' situ^s 

te FF. 

onstrucUon d'nn monvement continu. — On peut 
encore construire la courbe de 
la mani&re suivante: fixons en 
F et F' {fig. 4S3) les extr^- 
mit^s d'un fil de longueur 2a 
et avec une pointe mobile 
tendons ce fil ; rextr^mite de 
la pointe d^crira une ellipse 
de foyers F et F', puisque, 
k chaque instant, la somme 
des distances de la pointe aux 

a ^ale k la longueur 2a du fil. 




n crayon et que Ton attache les estru- 
ea plants en F et W, on dessinera 
e feuille de papier; les jardiniers 
14 pour tracer une ellipse sur leter- 
deux batons est constamraent tendue 
>ointe trace la courbe sur le sol ■ 

nets. — La construction par points 

points M et M' sym^Iriques par rap- 

45i); cette droite est done un axe <!<• 

iymitrie de la courbe. En second 

lieu, si Ton prend le sym^trique 

Ml de M par rapport k la perpen- 

diculaire au milieu de FF', les 

longueurs H,F, MiP sontrespec- 

tivement ^gales 4 leurs sym^- 

triques HF', MF et la somme 

M.F-l-M,r est ^ale i 2(i ; ie 

point Ml fait partie de la courbe^ 

et la perpendiculaire au milieu 

desymilrie. 

ixes de sym^Crie rectangulatres a un 

. le point commun aux deux axes- 

tu^ sur les axes sont appel^s sommet.^ 

de la courbe; deux sont situ^s sur 

FF' [fig. 455) et ont 6t^ dgja 

obtenus: ce sont les points A, A'; 

les deux autres sont ^quidistants 

des foyers; ces points B et B' sont 

done ci la distance a d'uu foyer. 

Les longueurs des axes sont 

AA' = 2a, et BB', que Ton de- 

Eigne par 2i {b < a)\ I'axe AA' 

md axe; I'axe BB' est sppeli petit axe. 

DF donne 

= B0» -f- OP, 




Fig. 456. 
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ou a* = i2 _^ c«, 

relation entre la distance focaie et les longueurs des axes. 

624. Cerdes dlrecleurs. — On appelie cercle directeur relatif 

au foyer F (fig. 456) 
le cercle de centre 
F et de rayon 2a; 
tout rayon issu de F 
rencontre ce cercle k 
une distance 2a de 
F ; il ne peut done 
rencontrer Pellipse 
en un point ext^rieur 
au cercle rVellipse est 
situ^e tout enti^re a 
rint^rieur du cercle 
directeur relatif a un 
foyer. 
Soit alors M un point de I'ellipse ; la droite FM rencontre le 
cercle directeur de centre F en un point P tel que 

FP = 2a = MF -h MF' = MF + MP. 
11 en r^sulte que les distances MF' et MP sont 6gales. 
Les points de U ellipse sont a 6gale distance du foyer F' et du cer- 

cle directeur relatif a Vautre 
foyer F ; ce sont les centres de 
cercles passarit par le foyer F' 
et tangents au cercle directeur 

relatif a F. 

La rteiproque de cette pro- 
position est d'ailleurs exacte : 

Les points ^quidistants d'un 
cercle et d'un point intMeurd 
ce cercle sont sur une ellipse 
ayant pour foyers ce point et 
le centre du cercle , et pour^ 
grand axe le rayon du cercle. 
Solent F le centre du cercle et F' un point int^rieur (figAS^l); 




Fig. 457. 
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M 6Utnl Equidistant du cercle et de P' ne peut Mre siir le cei 
car sa distance au cercle serait nulle sans que la distance k 
soit ; M ne pent pas fetre ext^rieur au cercle : supposons-!' 
Ml, par exemple, la droite ti,F coupe le cercle en Pi et la 
tance M,Pi, Etant inf^rieure k M|Q, (dans le triangle MiQ,F 
a M,Q, -(- R > M, P, -H ft), est a fortiori inKrieure k MiF'. 

Soit maintenant M un point int^rieur; il doit dtre] tel 
MP, = MF' ; on en conciut qu'il doit verifier la relation 

MF -i- MF = MF + MPi = R ; 
ce point est sur une ellipse -de foyers Fi^et F' etde grand axe 

625. luienecilon d'une drotte ei d'line elUpae. — Soient P i 
(fig. 4fi8) les foyers ae Tellipse donn^e, Sa la longueur de 
grand axe et D la dro 
snpposons le probl 
r^solu et d^signons 
M un point d'inter 
tion, s'il existe. 

Si Ton prend ie sy 
triqiie ?' du foyer F' 
rapport dia droite E 
point M sera k e 
distance des points <; 
F' ; il sera centre ( 
cercle passant par 
deux points ; d'ai 
part, H Etant sur I'ellipse, ce cercle est tangent intMeuren 
au cercle directeur relatif k F. 

Rieiproquemenl , si M est centre d'un tel cercle, il est su 
droite D, perpendiculaire au milieu de FVet sur I'ellipse, 
il est Equidistant du foyer F' et du cercle directeur relatif 
foyer F. 
Le problEmeest ainsiramenE au suivant : 
ComtTxiire «n cercle pastant par deux points et tangent i 
rietiremenl d un cercle donni. 
On sait rEsoudre ce probl^me (247), qui a deux solutions i 




Fig. «S. 



tint ¥' est int^rieur au cercle directeur de cei 
luUoQ si »' estsur ce cercle, et n'a pas de soli 
sur k ce cercle. 

626.lDt6rleurflt extdrlearde relllpse. — S 
oite quelconque par un foyer F, il r^sulte ( 
I'elle rencontre toujours Tellipse ; en efTet, 
yer F' par rapport i. cette droite est sur le 
de rayon 2c ; il est done int^rieur au cercl< 
F. On peat dire que toute droite issae d'un fo 
iF I'ellipse en trois r^ons : tons les points 
Dtient le point F sont dita intirieurs ii I'ellip! 
lints sont dits ext^eurs k I'ellipse. Cette d 
mdante du ro;fer consid^r^, comme cela r4si 
irant. 

Tb^orime. — Pour tout point intirieur d I' 
i distances aux foyers est infirieure d 2a . 
t6rieur,eUeest supirieured 2a. 
Consid^rons sur une droite issue de F' deui 
a. 4S9); on a 

MT+MM'>FM, 

M'F -+- MM' + MF = M'F -t- MT' > M 

Bl-S-dire que ia somme MF + MF" aug 
point M s'^loigne 
^gale & 2c si M est 
done deus points 
d'autre de F" poi 
somme sera 2a ; 
int^rieur, elle sera i 
pour tont point es 
sup^rieure k 2a. 
Les r^ciproques i 

9ultent de I'ensemble des th^or^mes directs e 

) r^ultats suivants : 

Un point est int&rieur d I'ellipse, sur TeZ/tj 
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res diitancei am foyert etl 

re uneeltipte en deux points 
! H e( M' iont int^euri d 
Iroile lont exUrietin. 
litiOD mSme de I'int^rieur 
r un foyer ; si la droite ne 
lerOQS deux cas : 
■e de la droite {fig. 460). 
:e droite ; la somme de ses 
ces aux foyers est minimum 

le point est en P sur FF' ; 
agmenle quand le point 
ne de P; il en r^sulte 
I ne peut prendre la valeur 
I pour deux points situ^s de 
; d'autre de P ; ces points 

M' sont situ^s sur I'el- 

r un point M, compris entre 
(, on a 
.MF'=2a, 
M, on a 
■MF' = 2a. 

econd ext^rieur k I'ellipse. 
es foyers sont du m4me cdti 
lroite{fig.m). 
>eut remplacer la distance 
>oint de )a droite au foyer 
sa distance au point Bym^- 
¥' de ce foyer par rapport 
Iroite. La somme des dis- 
d'un point de la droite aux 
est minimum quand le 
nte constarament quand le 
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point s'^toignede P; lespointsd'inter 
done de part etd'autredu point P, eti 
ment que tout pointsitu^entre H et ] 
au contraire, lout puint situ4 avant M 



Tangentei 

627. ThAorfeme. — i'n ttnpoint dt 
genie, qui est la bissectrice extMeure 
rayom vecteurs du point. 

Solent M un point de i'ellipse et 
issue de ce point. Cherchons le second [ 
s^nte et de la courbe ; il suflit, d'a| 
P 
t( 




recteur; le cercle cherch6 sera le cercl 
le point M' situ^aur T'F. 

Soil maintenant HT" la perpendici 
Tangle T"MX a ses c6t4s perpendicv 
TF'f' ; il lui est done ^gal. Or, si le po 
avec H, le point T' vient se confon 
point C; Tangle TFY tend vers z^ro 
ladroite MT" est done tangente kla 
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D'ailleurs, dans toutes les positions de la s^cante^ les points 
fixes T, M, F sont en ligne droite et la droits MT" est bissec- 
trice de Tangle TMF' ou de Tangle ext^rieurdes rayons vecteurs. 
En se reportant au n^ 626, on voit que tout point de la tangente 
autre que le point de contact est ext^rieur k Tellipse. 

Remarque. — On peut donner de la propri^t6 de la tangente 
uDe demonstration qui ne fait pas intervenir la recherche du 
second point d'intersection de la courbe et d'une s^cante. 

Soient MM' une s^cante que nous supposerons ne pas couper 
FF' entre F et F', et <p' le sym^lrique de F' par rapport k 
cettes^cante (fig. 461); F?' coupe cette s^cante en un point P 
int^rieur k Tellipse (626) et la droite MM' est bissectrice de 
Tangle FT?' ; cela, ayant lieu quelle que soit la position de la 
s^cante, aura lieu si M' vient co'incider avec M; P, situ6 
entre M et M', sera alors en M et la tangente sera bissectrice 
de Tangle FMF, en supposant bien entendu que cette tangente 
existe. 

628. Normale. — On appelle normale en un point M de 
Tellipse la perpendiculaire k la tangente en ce point. 

Les angles int^rieur et ext^rieur ^tant suppl^mentairesi les 
bissectrices de ces angles sont rectangulaires, c'est-k-dire que 
la normale est bissectrice de Vangle int^rieur des rayons vecteurs. 
Cette propriety fournitimm^diatement le moyen de construire 
la normale en un point de la courbe ; on peut ^galement con- 
struire la normale issue d'un point du grand axe. 
Soient P un point pris sur le grand axe etPM la normale en M 

qui passe par ce point {fig. 463); la 
droite PM ^tant bissectrice inte- 
rieure de Tangle FMF, on a 




PF MF 



PF MF' ' ? 



d'oii 



PF MF MF , PF' MF' 

et 



PF'-hPF MF4-MF' 2a PF-4-PF' 2a 
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On peut done construire les longueurs MF, MF' qui sont des 
quatriemes proportionnelles ; les cercles de centres F et F' et 
de rayons MF et MF se coupent en deux points qui sont les 
pieds des normales issues de P ; le probl^me n*est d'ailleuirs pas 
toujours possible, 

629* Thdordme I. — Le lieu des symitriques d'un foyer par 
rapport aux tangentes d I'ellipse est le cercle directeur relatif a 
Vautre foytr, 

Soit MT la tangente en un point M de Tellipse [fig. 464) ; 

elle est bissectrice de Tangle ext^- 
rieur des rayons vecteurs, c'est-a- 
dire que si du point F' on abaisse la 
perpendiculaire FY sur cette tan- 
gente, cette perpendiculaire rencon- 
tre le prolongement de FM en un 
point cp' tel que le triangle F'Mt' est 
isocfelej la hauteur MT de ce trian- 
gle est done m^diane et ^' est syme- 
trique de F ; <p' est d'ailleurs sur 
le cercle directeur de F, puisque Ton a 

F?' = MF-4-M?' = MF + MF = 2a. 
Rdciproquement, soit ©' un point du cercle directeur relatif 
A F ; joignons ?' et F, ^' et F' et raenons la perpendiculaire 
MT au hiilieu de F<p' ; le point ?' est sym^trique de F' par 
rapport h MT, et MT, bissectrice de Tangle <p'MF, est tangente 
en M k Tellipse si M appartient k Tellipse ; or, ceci r^sulte des 




Fig. 464. 
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MF + MF = MF H- U^' = F?' = 2a. 



630. Th^or^me II. — Le lieu des projections d'un foyer sur 
les tangentes a Vellipse est le cercle d^crit sur le grand axe comme 
diamdtre; ce cercle est appele cercle principal de I'ellipse. 

La projection P du foyer F sur la tangente MT {fig. 468) est 
le milieu de la droite FV qui joint le foyer k son sym^trique ©' ; 
si Ton joint P au centre de Tellipse, la droite OP est paral- 
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l^le k Fcp^ et dgale k sa moiti^ ; la distance OP est done ^le 

k a et le point P est sur le cercle 
de centre et de rayon a. 

R4ciproquement9 si Ton prend un 
point P de ce cercie, et qu'on le 
joigne au foyer P, la droite ainsi 
men^e rencontre le cercle directeur 
en deux points ; F' 6tant int4rieur k 
la foi3 aux deux cercles, le point P 
est situ^ entre F' et Tun des points 
de rencontre. Soit <p' ce point de rencontre, il est syni6trique de 
F par rapport k une tangente a Tellipse et le milieu de Fy est 
la projection de F' sur cette tangente; or, ce milieu n'est autre 
que le point P, puisque est le milieu de FF' et que PO est 
^aH a. 

Cette demonstration montre d'ailleurs que si le sommet P 
d*un angle droit dScrit un cercle, et si un de ses cdtis PF' passe 
par un point fixe F' intMeur, Vaulre cdti PT enveloppe une 
ellipse, 

11 suffit de remarquer que PT est tangent k Tellipse de centre 
0, de foyer F' et dont le grand axe est 6gal au diam^re du 
cercle. 

631. Tli6orAine III. — Le produit des distances des foyers a 
une tangente est constant et egal au carri du demi-petit axe, 

Les projections «,©' {fig, 466) des 
foyers sur une tangente sont sur le 
cercle principal ; les droites F<p et 
F<p' sont parallfeles et sym^triques 
par rapport au centre ; il en r&ulte 
que le prolongement Foi de F© est 
6gal k F'o' ; le produit consid6r6 pent 
alors ^tre remplac^ par le produit 
F© X F^i, c'est-k-dire par la valeur 
absolue de la puissance du point F 
par rapport au cercle principal a^ — c^ = b^. 




Fig. 466. 
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pnoQUEHGNT, si une droileeit telle que le produit de set 
es A deux points fixes P et F" soil constant, et si cesdeux 
tont d'un m^me c6Udela droite,eUe est constamment tan- 

une ellipse de foytrs F et F', 

lilieu de FF' est Equidistant des projections f et o' 
nts F et F' snr cette droite; le cercle de centre et de 
Of passe done par le point f'. Si I'on prolonge Fo, cette 
rencontre le cercle en un point fi telque F^i = F'qj'; 
Ssulte que la puissance FtpxFi^, du point F par rap- 
u cercle est constante; cette puissance Etant ^gale k 
r', r esl constant, 
ircle consid^r^ est tixe et le point V est int^rieur k ce 

il en r^sulte (630) que la droite <pv' enveloppe une 
de foyers F,F' et de grand axe 2r. 

ProblAmu I. — Mener A une ellipse une tangents par un 
onni. 
le point est sur la courbe, il suftit de construire la bis- 
! de Tangle est^rieur des rayons vecteura ; le problfeme a 
toujours une solution. 

2<* Supposons le point P 
non situE sur la courbe et 
soit PT une tangente issue 
de ce point [fig. 467); le 
point ?, sym^trique du 
foyer F' par rapport k cette 
tangente, est sur le cercle 
directeur relatif au foyer 
F ; il est d'autre part & une 
distance de P Egale il PF, 
e'est-^-dire qu'il est sur le 
cercle de centre P et de 
Fig. 467. rayon PF'. 

On obtiendra done le 
p en prenantl'intersection de ces deuxcercles; il resle & 
r qu'4 ce point correspond bien une tangente issue 
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de P. Nous savoDs d^jk que ce point est sym^trique de ¥' par 
rapport k une tangente k Tellipse (629); cette taugente, ^tant 
d'ailleurs perpendiculaire au milieu de F<p, contient le point 
P; le point de contact est sur la droite Fq. 

Discussion, — A chaque point © correspond une solution ; 
11 sufiit d'^tudier Tintersection des deux cercles. La distance de 
leurs centres est PF; leurs rayons sont 2a et PF'; pour qu'ils 
se coupent, il iaut et il sufiit que PF soit compris entre la 
somme et la difference de 2a et PF, ce qui revient k dire qu'a- 
yec ces trois longueurs on pent construire un triangle ; la con- 
dition n^cessaire et suffisante est done que Tune quelconque 
d'entre elles, 2a, soit comprise entre la somme et la difference 
des deux autres : 

2a<PF-4-PF, 2a>PF — PF ou PF-PF. 

La seconde in^galite est toujoursverifiee car, quelle que soit la 
position du point P, la longueur FF inf^rieure k 2a est sup6- 
rieure ou ^gale k la difference des longueurs PF et PF ; la seule 
condition pour que le probl&me soit possible est 

2a < PF -h PF, 

c'est-a-dire que le point P ne soit pas int^rieur a Tellipse. S'ii 
lui est exterieur, le problfeme admet deux solutions ; s'il est sur 
la courbe, il y a une solution, comme nous Tavons d6]k vu. 

633. Application. — Le lieu des sommets des angles droits 
circonscrits d une ellipse est un cercle. 

Si P est un tel point, les droites F'© et F'^ perpendiculaires 
aux tangentes issues de P (fig. 467) sont orthogonales ; la droite 
cpo' est alors un diametre du cercle de centre P qui est milieu 
de o©'. 

Ceci pose, on a, dans le triangle PFF, 

PFVpf' = 20P' -h 20F', 
ou, en remplagant PF' par son egal P©, 

Pf'-hP^'= 20P'-+-2OT''' 
mais le triangle PcpF est rectangle en P, milieu de la corde 
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oo' du cercle directeurdu fover F, et on a 



PF -^ Po* = ly = 20P -h 20F% 



ou 



OP = 2a« - c2 = a« + ft* ; 
P est done sur un cercle de centre et de rayon 



}/aF^b\ 



Riciproquement^ si P est uu point de ce cercle et si o et 9' 
sont les sym^triques du foyer F' par rapport aux tangentes 
issues de ce point, on a 

PF^ -H PF'* = 2a2 _^ 26-^ -^ 2c2 = ka\ 

PF' 4- P^* == 4a« = F>', 
ce qui prouve que PF est perpendiculaire a tpP; PF est de 
m^me perpendiculaire a P(f' et Tangle cpFV est alors inscrit 
dans une derai-circonference de diametre (pP'f ; il est droit, 
ainsi que celui des tangentes issues de P. 

634. Probl^me II. — Mener a une ellipse une iangente paral- 
Ule d une direction donnde. 

Nous chercherons encore le sym6trique d*un fOyer par rap- 
port a la tangente inconnue, puisqu'a ce point correspond une 

tangente r^pondant k V&- 
nonc6 ; ce symetrique est, 
d'une part, sur le cercle 
directeur relatif k Tautre 
foyer, d'autre part sur la 
perpendiculaire mende du 
premier foyer sur la direc- 
tion donn^e. De 1^ r^sulte 
la construction suivante : 
on d^crit le cercle directeur 
relatif au foyer F (A^.468), 
et du foyer F' on abaisse 
la perpendiculaire sur la 
direction donn^ D; cette 
perpendiculaire rencontre le cercle directeur en 'deux 
points <p et 9'. Les tangentes sont les perpendiculaires k ffl 




Fig. 468. 
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FV ; leurs points de contact 
ur les droites Fo, Fo'. Nous 
e de F', passant par un poiat 
intre ce cercle, et le probl^me 



e contact det langentes paral- 
au centre de I'elHpse. 
4tant sym4trique de F' par 
done 

IX de ses cdt^s ^tant ^gaus k 

V'f- 

t Fo'o sont 4gaux et que les 

roites F? et F'M' sont paraU 
■s un parall^logrammeet ses 
I leurs milieux ; le centre 
droite HU'. 

I line ellipse deux normales 
leurs pieds sont symitriques 
par rapport au centre de t'ellipse. 

II suflit de mener deg tangentes perpendiculaires k cette direc- 
tion; les points de contact de ces tangentes sont les pieds des 
normal es It Tellipse. 

636. Thtordme de Poncelet. — Si d'un point P on mirie A 
i"ie ellipse des langentes PT, PT', les droites PF, PF' qui joignenl 
P aux deux foyers font avec ces tangentes des angles igaux ; la 
droile PF est bitseclria de I' angle formti par les rayons vecteurs 
qui joignent le foyer F aux points de contact T et V. 

l" Soient f le sym^trique An foyer F par rapport k la tan- 
genle PT et f' le sym^trique de P par rapport 4 la tangente 
fV' {/ig. 469); les triangles PF^', PF'? ont leurs cotc's ^ox 



chacun k chacun : F?" = F? = ta. 




PF = P? et P¥' = Pr, 
comtne respectirement 
synt4triques par rapport 
aux tangentes ; ces trian- 
gles sont ^ux et, par 
suite, les angles FP?' et 
F'P7 le sont ; si Ton en 
retranche la partie corn- 
mune FPF', fes angles 
F'Pip' et FP? sont figaux, ainsi que leurs moitife F'PT' et FPT. 
2* Les points de contact T et T sont suf les droites F'o el 
F^'; de l'6galit4des triangles FPo', F'Po, ond&iuitr^alit^des 
angles PFo', PoF' ; ce dernier est ^gal k son sym^trique PI'T 
par rapport k la tangeote PT ; lesangles PI'T et PFT sontdonc 
^us et PF est bisseetricede Tangle TFT'. 

637. fiqnailoa de r«llipM:. - Soit M un point de Tellipse 
[fig. 470),. dont les coor- 
donn^s par rapport h deux 
axes dirig^s suivantles axes 
de Tellipse sont x et y 
(x = OP, y = PM); oua 
MF-*-MF' = 2a, 

mF— mf' 

= 2FT.0P,= *«, 




d'oii 



MP — MF = 



icx 



MF' = a-i--^, jlF = a — -— -■ 

D'autre part, le Irian^jle rectangle FMP donne la relation 

MF' = MP' -H PF", 
>u 

(a — ~j = 7/'-)-(c — ar/. 
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D^veloppant et sicnplitiaot, on trouve 

_H.^_1=0, 



equation que v6rifient les coordonn^es d'un point quelconque 
de Tellipse. D'ailleurs, si I'on se donne une valeur Tq de x in- 
ferieurea a en valeur absolue, on ensd^duit pour y deux va- 
lours oppos^es qui d6finissent deux points symetriques par rap- 
port a Taxe x'Ox; comiae les points de i'eliipse situes sur la 
perpendiculaire k cet axe men^e par le point d'abscisse x^ v6- 
ritient I'^quation prdc^dente, leurs ordonn^es sont les valeurs 
trouv^es pour j/.; 11 en r^sulte que les points dont les coordon- 
nees v^rifient T^quation appartiennent tous k Tellipse. 



638-. GoroUaipel. — Si /'on augmente dans le rapport 



a 



les ordonnies des points de Vellipse^ la courbe obtenue est iin 
cercle de rayon a ; si I'on reduil dans le rapport — les abscisses 

des points de rellipse^ on oblitnt un cercle de rayon b. 

Soient j*, y les coordonn^es d'un point M de Tellipse dont 

r^quation est 







a 



D^signons par x, Y les 
coordonn^es du point M' 
obtenu en muitipliant par 

"- Tordonn^e de M ; on a 

Y = y-r ou ?/ = — Y, de 
^ b ''a 

sorte qu'entre x et Y existe 
la relation 



X' 



a' 



a^ 



X' 



ou 



1! - - 

b^ "" a" 
a?2 4- Y^ = a\ 



w 



= i. 



, qui ^quivaut 
le cercle de cem 
mime fa^n qu 

bscisse par — . 



> II. — L'ellipte 
onale d'un cercli 
Ton fasse tourn 
L71) de faconqu 

9 « tet que co! 

:rcle eo H sur ] 
:tion 3/x des de 

a distance de H' 

ordonu^ V et 

4-dire que M se 

a;' -H Y' 



aas. — Ce coroll 
1 cercle toute ur 
de remarqiierqi 
4t66 com me la 
I cercle et que 1: 
le la projection ■ 
rer des projectio 
>lie les ordonn^i 
a mime nombre 
iremiSre sur I'axe a;Oj;' ou sur I'axe yOy';8iune 



points commuDS avec une 
I ou deux points communs 
(D^ de i'ellipse ; il en resulte 
Tellipse est une tangente au 
d'utiliserii volonW le cercle 
Du mSme ces deux cercles 
siiuultao^inent. 

Problfeme I. — Trou- 
ver rinierseclion d'une 
droile et d'une ellipse 
dont on connait let axes. 
Soit i {/ig. in) la 
droile donn^e ; si Ton 
amplilie les ordonn^es 
de I'ellipse et de la droite 

dans le rapport -r > I'el- 

ipal ; pour trourer la trang- 
nt D oil elle rencontre I'axe 
aurons le transform^ Ci du 
,nt la droite A'B„ transfor- 
mdede A'B; a, coupe 
le cercle en Hi et H,', 
ausquels correspon- 
dent les points M et 
M' d' intersect! on de 
la droite ^ et.de 
I'ellipse. 

Probl«me II. — 

Mener d'un point des 
langentes & une el- 
lipse difinie par ses 

reut mener des tangentes & 
Ml, menoDS la droite MB 
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Dupe I'axe AA' en C ; cette droilese transforme en CB, et 
Ml sui- la perpend iculaire men^ de M jl AA'. Une tan- 
MiT, au cercle rencontre I'ase AA' en D et a pour trans- 

ie la tangenle DU k Tellipse; le point de contact est T, 

forms de T,. 

imitres. — Si dans un cercle on m&nedescordesparall^les 
i direction a, )e lieu d^ leurs milieux est une droite &' qui 
parle centre, etinversementle lieu des milieus des cordes 
teles k A' est une parall^le k & men^e par le centre. 
I cordes parall^les ^ ii sp projetlent suivant des cordes 
i ellipse men^s parall^lement h a,, projection de A ; le 
u d'une droite se projetant au milieu de la projection de 
droite, on en conclut que le lieu des milieux des cordes 
IMes a A, dans Tellipse est une droite i[, projection de ^', 
asse par le centre de j'ellipse ; on I'appelle un diametre ; on 
tlors que le diametre qui correspond aux cordes parall^les 
est parall^Ie 4 A, ; ces deux diamgtres sont dits conjuguis. 

iplication. — Consid^rons une droite AB [fig. 473 bu), de 
longueur conslante, dont les extrS- 
mitSs sontassujettjes k d^criredeux 
droites rectangulaires Ox, Oy ; nous 
aliens montrer qu'un point H de 
celte droite dScrit une ellipse dont les 
axes sontdirig^ssuiyant OaretOy ^t 
ont pour longueurs les doubles des 
distances AM, BM. 

Si t'on m^ne par une parallole 
k AB et par M une parall^le^ Og, 
on obtient un point M', sommet du 
para Hologram me OBHH'; la distance 
OM' ^gale k BM est conslante; H' 




Fig, 473 bit. 

it done un cercle de centre et de ravon BM. 



P est le pied de MM' sur Ox, on a 



MA 
MB' 
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On en conclut que M se d^duit de M' en multipliant Tordon- 



MA 

n6e de M' par le rapport constant -rr^ ; le lieu de M est done 

une ellipse ayant pour axe dirig^ suivant Ox la longueur 2Mfi 
et pour axe dirig^ suivant Oy la longueur 2MA. 

On a utilise cette propri^t^ pour construire un compas ellip- 



Fig. 473- fer. — EUipsographe k rainures. 

tique; il est form^ essentiellement d'une tige horizonlale por- 
tant un crayon vertical a son extr^mit^; deux petites tiges ver- 
ticales peuvent se d^placer le long de la tige horizontale de facoii 
que leurs distances au crayon soient egales aux demi-axes de 
Vellipse que Ton veut tracer ; on les fixe alors au moyen de vis ; 
si on d^place Tinstrument de fa^on que ces tiges verticales 
restent constamment appliqu^es aux cot^s de Tangle droit d'une 
^querre, le crayon tracera une ellipse dont les 'axes seront diri- 
g^s suivant les cdt^s de T^querre. 

EXERCICES 

i. Construire UDC ellipse connaissant: 
10 Les foyers et un point ; 
2o Les foyers et une tangente ; 
30 Les foyers et la longueur du petit axe ; 
40 Les axes en grandeur et en position ; 
50 Un foyer et trois tangentes ; 
60 Un fjoyer, deux tangentes et le point de contact de Tune 

d'elles ; 
70 Un foyer, un somnaet du petit axe et un point ; 
80 Le centre, les longueurs des axes et une tangente. 
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luver leslieuxdes sommets et du point de rencontre des 
on parall^les d'un trapeze dont une base est fixe, I'autre 
de position mais constante en grandenr, sachant que )a 
les c6tes non paralleles est constante. 

cerciede rayon variable est tangent en un point fixe A k 
ile fixe ; de deux points B et C fixes pris sur la tangente 
6 c4t6 de A, on m^ne des tangentes ft ce cercle ; lieu de 
it de rencontre. 

cercle est aasujelti ^ 6tre tangent tDterieuremeot k im 
iie et tangent esl^neurement h un autre cercle fixe du 
Ian ; trouver le lieu de son centre. 

point A decrit un cercle de centre ; on joint le point A 
nt fiie B interieur au cercle el on mgne la perpendiculaire 

I son milieu ; trouver le lieu du point de rencontre de cette 
fee le rajon OA et I'enveloppe de la perpendiculaire A AB 
lilieo. 

a du centre et du second foyer d'une ellipse qui a un foyer 
it tangente k deui droites fixes. 

e ellipse a ses foyers fixes; d'un point fixe de I'axe focal, 
i des tangentes ii cette ellipse; rouver le lieu des points 
ict; trouver le lieu des pieds des normales issues d'un 
I'axe focal. 

II cercles sont int^rieurs I'un h Tautre; quel est le lieu 
,8 iqnidistants de ces cercles? 

' les foyers d'une ellipse, on meiie deux rayons vecteurs 
s, FM, F'M' ; la tangente en M coupe F'M' en P ; d^jnon- 
le triangle F'PM est isocele. 

Oliver la figure homolhelique d'une ellipse. 

imontrer que le rayon du cercle inscrit dans un triangle 
1 proporlionnel ^ la distance du point H de Tellipse de 
et F' k I'axe focal. 

)uver les lieux des symelriques des foyers d'une ellipse par 
kux points de I'ellipse ; d^montrer que ces lieux ont deux 
mmuns et determiner ces points. 



13. Tronver lb lien des sym^triqnes des points d'une ellipsi 
rapport a un foyer et le lieu des svmetrtques par rapport k I' 
foyer ; ces lieux se coupent-ils ? 

14. Trouver les lieai des points de rencontre de la tangen 
de ta normale en un point H d'une ellipse avec le cerde qui 
par ce cointetles foyers. 

15. D^montrer que 'a normale en no poin H d'une ellips< 
avec le petit axe un angle dgal k la demi-difr6rence des anglei 
basedu triangle UPF'. 

18. Si Ton d^signe par f le point de rencontre sitaS entre 
F du rayon vecteur MF d'une ellipse avec le petit axe, d6mo 
que le triangle M^F' a un p^rimetre constant, ct que les tang 
issues de H au cercle exinscril aa triangle MipF' dansl'ang 
out des longueurs constantes; trouver le lieu du centre < 
cercle. 

17. On Di^ne h une ellipse nne tangente variable qui renci 
en H et H' deux tangenteslixes; d^montrer que MH' estTae 
foyer sous an angle constant. 

J8. Demontrer quelecercled6critsurune tangente HH', lii 
aux tangentes aux eilr^mil^s du grand axe AA'. comme diam 
passe par les foyers et que le prodnit AM X A'M' est consta 
la tangente varie. 

19. Trouver I'enveloppe d'une corde d*un cercle vue d'un i 
int^rienr fixe sous un angle droit. 

ao, Les rayons vecteurs de deux points M etM' d'une ellipse 
tangents i un mfime cercle ; trouver le lieu de son centre : 1° 
est fixe, M' variable ; S' Si )a corde MM' est parallele A un axi 

31. Liea du centre d'une ellipse de grandeur conslanle qi 
d^placG en restant tangente h deux droites rectangulaires don 

3S. II existe une infinite de triangles circonscrits i une el 
et inscrits dans un cercle directenr; ils ont ni6me point de 
contre des hauteurs et m^me centre de gravit6. 

33. D'un point M d'une tangente en A & un cercle, on mk 
seconde tangente el on projette le point de contact C en C s 



COniQUES 

AB ; trouver le lieu du point d'ii 



considers un triangle ABC et une 
6 BC, qui rencontre AB et AC en 1 
1 'intersection des droites PC, QB. 

nonlrer que la somme des carr^s d 
: constaDte et que I'aire dn parall61c 
tres est cons tante. 

luire du theoreme precedent la i 
pse, doDt on donne deux diam^tr 
position. 

ndre la Ihcorie des pAles et polairei 

droile de longueur constante se de 
s d4Gri?ent deux droites; trouver 1 



liver le lien des sommets des paral 
B ellipse dont les ciM^s sont parallJ 



liver le lieu des milieux des cdtes des parallelogrammes 
line ellipse dont les sommets sont les extremites de deux 
conjugues ; trouver I'enveloppe de leors cOles. 




641. D6fliiiUoD. — Onappeile hyperbole vne covrbe plane, 
des poinU donl la diffir'ence des distances A deux pointi f. 
situ^i dans son plan est une constants 2a. 

Ces points sont appel^s les foyers de I'hyperbole ; leur ' 
tance est la distance focal; et est d^sign^e g^n^ralement par 
Tout point du plan non situ^ sur la droite qui les joint esl 
que la difference de ses distances aus foyers est inf^rieure 
distance focale ; il en r^sulte que si a = c, le lieu se r4i 
aux prolongements de la droite qui joint les foyers et si a " 
aucun point du plan ne correspond Ji la definition doonee. 

Supposant alors a<^c, nous allons justifier la d^dnition d 
n^e. 



642. GoDttrucUon par points. — Nous remarquerons d'al 

que rien, dans la definition, n 

dique dans quel sens doit dtre i 

^-^ la difference ; le lieu comprer 

/ '' done des points M {/ig. 474) 

seronlplusvoisinsdu foyer F 

de I'autre foyer F' et des pc 

^^_^' qui serontplus voisins de F' 

'^ de F. 

'^' *' * Cherchons les premiers ; h 

efTet, du point F comme 

tre, decrivons un cercle de rayon r, et du point F' cor 

centre, decrirons un cercle de rayon r + 2a ; ces cerclt 



F* / 



It en deux points M et K 
iction ne sera applicable i 
nprise entre la somme S 
I. Cette derni^re conditiot 
ion est done 

2a + 2r > fe 
^ le cas particuUer oEi r = e — a, le rayon ae rautre 
eat c + a et lea deux cercles tangents ext^ieurement 
isent UD point A situ^ sur FF' entre F et F", 
it manifeste que lea points plus rapproch^s de F' que de 
onstruisent de la mSme fa^on et qu'it esiste sur FF' un 
A' sym^trique de A par rapport an milieu de FF' ; la dia- 
Vk' est ^ale k 2a. 



GoDitructlon d'un mouvemeDt contina. — Autourdu foyer 
F' I fig. 478) faisonstoumer une 
r^gle de longueur sup^rieare k 
FF' et fixons en A un til de 
longueur id dent I'autre extr^ 
mit^ est attach^ en F ; si on 
fait glisser le long de la rggle 
UQ anneau M qui appuie le 
111 sur cette r^le, le point H 
dfcrira une branche d'hyper- 
bole; on a, eneffet, 
MF' — MF = MF' -H MA 

-{MF-i-MA) = F'A-2d. 

L — id est constant. 

14prirait de mfeme la seconde branche, et si la r&gle est 

rande, on peut obtenir des points aussi ^loign^a que Ton 




Fig. 475. 



Axes, centre, somoaels. — On voit, comme pour rellipse, 
droiteFF'et la perpendiculaireen son milieu sent des 
jym^ineet que le point eatuncen(i'erfes(/m^(rie.Iln'y 
le deux sooimets, tes points A et A', puisque tout point 



TBBBOLB 

int des foyers, lie peut ^tre 




, Cer«le«dir«otears. — On appelle cercle direcleur 
an foyer F le cercle de cei 
et de rayon 2a {fig. 476) 
rayon rencontre ce cercle 
distance 2a de F ; 11 nc 
done rencontrer la braiu 
gauche a I'intMeur du c 
celte brancheestainsi touti 
eit^rieure au cercle directi 
foyer dedroite. 

Si M est un point d< 

branche, la droite FM co 

J, cercle directenr en P et on 

MF— MF' = 2a = PF = MF 

1 MF' = MP. 

Lei pointt de'Ja branche de gauche sont iquidistants du 
de gauche et du cercle direcleur relalif au foyer de droi 
ionl centres de cereks panant par le foyer de gauche et ia. 
itlirieurement au cercle direcleur relatif au foyer de droll 

Un point de I'autre brancbe peutStre int^rieur on est 

cercle direcleur ; il peut ni^me ^tre sur ce cercle. E 

nons ces diff^rents cas: soit d'abord M' int^rieur ; le dia 

qui passe par ce pointa uneestr^mit^ P'telleque F soit 

M' et P', et on a 

M'P' = M'F -+■ 2a ; 

Oaenconclut M'P'=M'F'; le cercle de centre M. qui 
par F'etle cercle direcleur relatif i F sont done tangent 
rieurement ; si le point consid^r^ est en H", exl^rieur au i 
direcleur consid^r^, le diam&tre qui passe par ce point 
eitt^mitS P', telle que F soit entre M" et P" et c 
encore 

M'P" = M'F + 2a et M'P" = M''F' ; 
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le ccrcle de centre M'', qui passe par F', et le cercle directeur 
relalif k F sont encore tangents int^rieurement ; il en est 
d'ailleursde meme si le point est sur le cercle directeur. 

On peut remarquer que pour tons les points de la tranche de 
droiie^ la distance au foyer de gauche est 4gale a la plus grande 
distance au cercle directeur correspondant au foyer de droite, 

Les r^ciproques s'etablissent d'ailleurs comrae pour Tellipse. 

En resume, les points d*une hyperbole sont centres de cercles 
passant par un foyer et tangents au ce^xle directeur relatif a 
I' autre foyer, 

646. Intersection d'une droUe et d'une hyperbole. — Solent 
F ct F' les foyers d'une hyperbole, 2a la longueur de Taxe 

focal et D la droite donnee ; 
soit M un point d'intersec- 
tion, s'il existe [fig, kll). Si 
Ton prend le sym^trique o' 
du foyer F' par rapport k 
D, le point H sera centre 
d*un cercle passant par F' 
et 9' et tangent au cercle 
directeur relatif k F. 

R^ciproquement, si M est 
centre d'un tel cercle, il est 
sur la droite D, perpendiculaire au milieu de F'?', etsurThy- 
perbole ; il appartient k la branche de gauche si le cercle de 
<5entre M est tangent ext^rleurement au cercle directeur ; a la 
branche de droite si le contact est int^rieur. 

Le probl^nie est done ramen^ k celui de la recherche d*un 
cercle passant par deux points et tangent a un cercle donne. 

F etant ext^rieur au cercle directeur de F, le problfeme sera 
impossible si ?' lui est interieur, il aura en g6n6ral deux solu- 
tions si ?' est exterieur. 

11 resle k examiner les cas particuliers qui peuvent se pre- 
senter : 

1^ «p' est sur le cercle directeur et la droite F'cp' ne lui est pas 




Fig. 477. 
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lanscfl cas, le probl6me D'a 
Lsiddree commecorrespondant 

geate au cercle dinecteur, ?' 

cc cas, un (iescercles se r^d 

; rejet^ k rintini et la droite 

encontre Thyperbole qu'en un 

on soit identique k lapr^^e 

remier cas, si on d^place la di 

ur ie cercle directeur, les deux 

ent en un seul ; nous verron; 

rbe ; dans le second cas, si la d 

py devienne tangents au cercl 

itersection s'^loigne ind^flnim 

est appelee uiie dimction asy 

que. 11 y a, d'apres ce qui p 

deux directions asymptotiqu 

pendiculaircs aux tangentes i 

d'un foyer F' au cercle di 

relatir ft I'autre foyer ; elli 

/, > , , sym^ti'iques par rapport aui 

\X^^^/ II r^sulte de cette symetrie 

^T^ Ton m&De de K des tangentes 

\ cle directeur relatif a F', on 

Fig. 478. deux directions asymptotiqu 

lu^lriques des prec^dcnles pi 
port k I'axe non focal ; leur ensemble coincide done avi 
semble des deux premieres. 

3<i La droite P?' est tangente en ■?' au cercle direcleur 
k P ; les deux cercies se rMuisent k la droite FV et lei 
points d'intersections sontrejet^s k I'inlini ; iln'y a done 
points d'interseclion ; il serait inexact de confoudre ce e 
celui oil !f' est int(!rieur au cercle directeur ; il corresf 
une position limite d'une s^cante dont les deux points c 
section s'4loignent ind^finiment {(ig.M^i). 
II y a detix telles droites, perpend Iculaires aux tar 



u cercle directe 

se rencoDtrent 

iplotes ; il est i 

id^rant les perpendiculaires 6lev4es aui milieux 

issues de F au cercle directeur relatif k F'. Le 

es asymptotes est alors donn^ par la relation 



cose = 



FF' 



- Nous pouvons maintenaDt pr^iser la nature des 
IS h line droite et une hyperbole, quand ces points 



'abord que la droite consid^rte passe par le 
ist comprise dans les angles des asymptotes oil se 
yers, le sym^trique f' sera ext^rieur au cercle 
Iroite coupera I'hyperbole; si elle est comprise 
angles, elle ne coupera pas I'hyperbole. On en 
courbe est form^ de deux branches continues 
ine un foyer et situ^es dans deux angles opposes 
formes par les asymptotes ; la r^lon du plan 
' d^termlnee par ces 
angles sera Vtnt^- 
rieur, I'autre sera 
I'extirieur du sys- 
t^me des asymptotes. 
Soit, en second lieu 
{fig. 479), une droite 
D parallels 4 une 
droite men^e par le 
centre k I'inL^rieur 
des asymptotes; la 
perpendiculaire ¥'f' 
men^e k D est ext6- 
rieure k Tangle des 
de F' au cercle directeur relatifit F; elle ne ren- 
ernier et o' lui est ext^eur : la droite D coupe 
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toujours la courbe en deux points, De plus, pour construire ces 
points (247), on trace des tangentes au cercle directeur, d'un 
point C du prolongement de F'«p' ; les tangentes menses de G 
sont done telles que,' par rapport k Tune d'elles, F' et <p' sont 
du m6me c6t6 que le cercle directeur, et par rapport k Tautre 
lis sont d'un c6t6 different; le cercle auxiliaire, dont le centre 
est un des points d'intersection/est, dans le premier cas, tan- 
gent int^rieurement, dans le second cas, tangent ext^rieurement 
au cercle directeur: les deux points d'intersection sont surdes 
branches diff^rentes. 

Enfin^ supposons que la droite Dj soit parallfele k une droite 
men^e par le centre k Text^rieur des asymptotes ; la perpendi- 
culaire FVi rencontre le cercle directeur, et le point cp'i pent 
etre ext^rieur ou int^rieur k ce cercle ; Di pent done couper ou 
ne pas couper Thyperbole. Supposons f'l ext^rieur ; Dj rencon- 
tre alors les asymptotes en deux points situ^s d*un meme cot^ 
de Taxe non focal ; ses deux points d'intersection avec la courbe 
sont done sur la m6me branche. ' 

647. Int6rleup ol extdrieur de Thyperbole. — Si Ton mene 
par le foyer F une droite quelconque, le sym^trique <p' de F' 
par rapport k cette droite est sur un cercle de centre F et de 
rayon 2c ; il est done ext^rieur au cercle directeur de F, et la 
droite rencontre la courbe en deux points, exception faite pour 
le cas de la direction asyraptotique. Toute droite, autre qu'une 
direction asymptotique , issue du foyer F est done partag^e par 
rhyperbole en trois regions, Tune d'elles contenant F ; les points 
situ^s dans une region adjacente k celle-ci sont dits exterieurs k 
la courbe, les autres sont dits interieurs ; on voit, en tragant 
une hyperbole que ses branches partagent le plan en trois 
regions dont une contient le centre, les deux autres contiennent 
chacune un foyer ; la definition precise donn^e revient k dire 
que ces deux derniferes regions constituent Vinlerieur et la pre- 
mifere, Vextdrieur. 

La definition pr^cedente ne depend pasdu foyer, comme 
cela r^sulte du th^orfeme suivant : 



GR^VY. ~ GOMPL. DB O^OM. 



10 



• *■ 
I 



bV 






*;«? 



ti" . 






•J, 



622 



GONIQUES 




Fig. 480. 



Th^or^me. — Pour tout point exiMeur a une hyperbole^ la 
difference des distances aux foyers est inf^rieure d 2a ; pour tout 
point int^rieur^ elle est superieure a 2a. 

Si sur une droite D issue de F' (fig, 480), on prend deux points 

M et M' d'un m^rae c6i6 de F' et 
du m6nie cot^ par rapport k Taxe 
non focal, on a 

MT < MM' -h MF, 
M'F — M'F < MF — (M'F — MMO, 
ou < MF — MF, 

c'est-a-dire que la difference 

MF — MF' 

diminue quand le point M s'^loigne 

de F', cette difference etant ^gale a 

2c quand M esten F' etnullequand 

M est en P sur Taxe non focal ; il y aura done toujours un 

point de la courbe entre F' et P et il n'y en aura qu'un. 

Pour les points situ^s entre F' et ce point, la difference 
MF — MF est superieure k 2a; au contraire, entre ce point 
et P, celte difference est inferieure k 2a. 

Si maintenant la droite D rencontre une seule branche de 
riiyperbole, il y aura de I'autre c6te de F' un second point 
d'intersection ; entre F et ce point, la difference MF — MF/ 
sera superieure a 2a, et au delk elle sera inferieure k 2a; si, au 
contraire, D n'a qu'un point sur la branche de gauche, la diffe- 
rence MF — MF diminue k partir de 2c quand on s'eioigne 
de F vers la gauche sans jamais devenir egale k 2a ; elle est 
done superieure k 2a. 

Le theor^me est ainsi etabli pour tous les points situes k gau- 
che de Taxe non focal ; il est encore exact pour les autrestpoints, 
a cause de la symetrie par rapport k cet axe. 

Remarquons que si une droite issue d'un foyer rencontre une 
branche de courbe en deux points, le foyer est entre ces points ; 
si elle rencontre les deux branches de courbe, le foyer n'est pas 
entre les points d'intersection. 
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Les r^ciproques r^sultent des th^orfemes directs et on peut 
6noncer le th^or^me suivant : 

Vn point est int^rieur d une hyperbole^ sur Vhyperhole ou ex- 
terieur a Vhyperboley suivant que la difference de ses distances aux 
foyers est supMeure, Sgale ou inf4rieure dt 2a. 

« 

Gorollaire. — Si une droite^ nan parallele aux asymptotes^ 
coupe uneseule tranche d* hyperbole en deux points M et M', le 
segment MM' est seul it\tMeur ; si une droite, non parallile aux 
asymptotes^ coupe les deux branches en deux points M et M', le 
segment MM' est seul extirieur ; si une droite est paralUle d une 
asymptote f elle est partagie par son point commun avec Uhyper- 
bole en deux rigions^ I'une int^rieure, V autre extirieure. 

Nous 6tablirons d'abord le lemme suivant : 

Si un point se diplace sur une droite D, la difference de ses 
distances aux deux points F et Y' est nulle pour une position A 
de ce pointy maximum pour une position B; de A d B elle croit; 
de k a I'infini elle crott^ et de B a I'infini elle d^croit. 

Supposons d'abord que la droite D rencontre FF' en dehors 

du segment FF' [fig. 481) ; au point 
A, Equidistant de F et F, la diffE- 
rence AF — AF' est nulle ; soit M 
un point quelconque de D ; on a, en 
d^signant par B le point de rencon- 
tre de D et de FF, 
MF — MP < FF ou BF — BF' 
si M est k gauche de A, et 
MF — MF < FF ou BF — BF 
si M est k droite de A. 
Au point B correspond done la 
plus grande valeur de la difference. Soient maintenant .M et M' 
deux points situEs entre A et B (M entre M' et A), et I le point 
de rencontre de MF et M'F; on a {fig, 481) 

M1-f-IF>M'F, 
MF < Ml -H IF, 




Fig. 481. 
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ouy en retranchaiit, 

Ml -f- IF' — MF > MT — MI — IF, 
MI -+- IF — MP > MF — (MI -h IF'), 
M'F — M'P> MF— MP; 

la difference croit quand le point se d^place de A en B. La 
m^me demonstration s'appliqueaux iutervalles(B, oo ), et(A, oo ). 

Si la droite D rencontre FF' entre F et F', on ramfene le pro- 
bl^me au cas precedent en remplaQant un point F', par 
exemple, par son sym^trique ?' par rapport k la droite 
D ; B est alors remplac^ par le point d'intersection de D et 
de F(p'. 

Ceci etabliy consid^rons une droite qui rencontre une branche 
d'byperbole en M et M' ; ces deux points sont d'un meme cote 
del'axe non focal. Si A est le point de rencontre de la droite 
avec cet axe et B le point qui correspond au maximum de la 
difference des distances k F et F', entre A et B cette difference 
croit de zero au maximum ; puisdeB k I'infini, elle decroit. 
II en resulte qu'elle ne pent prendre la valeur 2a qu'en deux 
points M et M' situes, Tun entre A et B, Tautre au de\k de B ; 
de A k M, elle est inferieure k 2a ; de M k B et de B k M', elle 
est superieure k 2a, et au delk de M' elle est inferieure k 2a ; 
les seuls points compris entre M et M' sont interieurs. 

Si la droite rencontre les deux branches, A est situe entre les 
points d'intersection M et M' ; soit M au delJi de A ; 
la difference, qui correspond aux points pris sur la droite k 
partir de A dans le sens AM, croit constamment. Elle est infe- 
rieure k 2a avant M, superieure apr^s M ; de A a B elle croit 
pour decroitre ensuite ; comme elle atteint la valeur 2a une 
seule fois, c'est en un point M' situe entre A etB ; ensuite, elle 
reste superieure k 2a ; il en resulte que les seuls points exte- 
rieurs sont compris entre M et M'. 

Enfin, si la droite est direction asymptotique, le seul point M 
d'intersection avec la courbe est entre A, situe sur Taxe non 
focal, et B ; sur une demi-droite d'origine M, la' difference est 
inferieure a 2a, c'est celle qui contient A. Sur I'autre demi- 
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limite z6ro, ainsi que son ^al T'MX; la droite MT' est done 
tangente k la courbe. Dans toutes les positions de las^cante MX, 
les points T, M, F sont en ligne droite et la droite MF est bis- 
sectrice int^rieure de Tangle F'MF. On voit d'ailleurs que tous 
les points de la tangente autres que M sont ext^rieurs k la 
courbe (647). 

Normal^. — La normale est bissectrice exUrieure de Cangle 
des rayons vecteurs. 

On pent, comme [pour Tellipse, construire la normale issue 
d'un point de Taxe focal. 

649. Th6or6iiae 1. — Le lieu des symSlriques d*un foyer par 
rapport aux tangentes est le cercle directeur relaiif a V autre 
foyer, 

M6me demonstration que pour Tellipse ; on peut remarquer 
que ce thdor^me est applicable aux asymptotes. 

650. Th^ordme II. — Le lieu des projections d'un foyer sur les 
tangentes a I'hyperbole est le cercle d^crit sur Vaxe focal comme 
diamdtre; on Cappelle cercle principal. 

Meme demonstration que pour Tellipse; le th^orfeme est 
applicable aux asymptotes. 

651. Th6or6ine III. — Le produit des distances des foyers 
d'une hyperbole d une tangente est constant et Sgal d c* — a^. 

Meme demonstration que pour Tellipse; le th^orfeme est appli- 
cable aux asymptotes; la r^ciproque est exacte comme pour 
Tellipse. 

652. Probl^mel. — Mener d une hyperbole une tangente par 
un point donn^. 

i^ Si le point est sur la courbe, il suffit de construire la bis- 
sectrice de Tangle int^rieur des rayons vecteurs; le problfeme a 
toujours une solution. 

2^ Supposons le point P {fig. 483) non situe sur la courbe et 
soit PT une tangente issue dece point. Le point <p, sym^trique 
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celte tangente, est sur le cercle 

est d'autre part & une distanc 

^gale k PF', c'est-k-dir 

est sur le cercle de ce 

et de rayon PF', 

Reciproquemenl,ktoB 
f commun & ces deu 
cles, correspond une ta 
issue de P; noussavoi 
que ? est sym^lrique 
par rapport k une ta 
& la coiirbe; d'autre par 
tangente, 4tanl -perp* 
conlient le point P; ie point < 

1 point f correspond une solut 
rsection des deux cercles; la d 
yons sent 2a et PF'. Pour qi 

qu'avec ces trois longueurs on 
st-^-dire que 2a soit compris e 
PF et PF' ; or PF -+- PF' ^tani 
p^rieurek 2a. La seule condit 

longueurs PF et PF' soit inKri 
t doit etre ext^rieur h. Il'hyperb 
1 P est sur la courbe, il y a urn 
( probl^me est impossible, 
oil P est sur une asymptote, 
i de P par rapport i cette dro 
le une tangente issue de P; l( 
rall^le men^e de F k rasymptt 

des sommels des angles droits a 
n cercle concenlrigue A la cot 
point si 2a* = c', et n'existe 

e pour I'ellipse. 




Problime II. — Mener d une hyperbole wne langente pa- 
it une direction donnie. \ 

rm^trique d'un foyer F' par rapport k cette tangente est, J 

>art sur le cercle directeur relatif au foyer F, d'autre part I 

sur la perpendicu- 
laire meii^e de F' k 
la direction donD^ 
D {fig. 484). Ricipro- 
quemenl, soil ip un J 

point commun au 
cercle directeur rela- ! 

tif k F et ^ la perpen- 
diculaire mente de 
F' a D ; il existe une 
tangente a I'hyper- 
bole correspondant h 
^ig- *8(. Y J celte tangente, 

perpend iculaire Ji F'», 
ill^le k D, et son point de contact M est d'ailleurs sur F? . 

usion. — Le probl^me n'est possible que si la perpendi- 
men^e de F' ii D coupe le cercle, c'est-k-dire si la paral- 
) men^e par le centre de la courbe est k I'ext^rieur des 
otes (647) ; il admet aiors deux solutions et toute s^cante 
le k D rencontre une seule tranche de courbe. Dans le 
ticulier oii la perpendiculaire a D est tangente au cercle 
ar, la construction pr4c6dente donne pr^cis^ment une 
ote. 




ir^me. — Les points de contact de deux langenies paral- 
nl symelriques par rapport au centre. 

jnstration comme pour I'ellipse. 

ipime. — Si tine droile menie par le centre de I'kyperbole 
rieure aux asymptotes, ilexistedevxnormalesparalUlesd 
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F et F' ; la longueur de 
axe est MF + MF' ; o 
iD^me, par ce point fai 
une hyperbole de foyen 
la longueur de son axe 
MF'-MF ou MF — 
H, les tangenles k ce\ 
les sont bissectrices ext^ 
ns vecteurs. 
lipse el une hyperbole kon 

en trois autres points sy 
tt aux axes. 

J8. — On appelle hyperbo 
t les mfemes asymptotes e 
de L'une ^tant I'axe nor 
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Fig-. 486. 



Soient F le foyer d'une hyperbole, P sa projection sur une 

asymptote (fig, 486) et A Textre- 
mit^ de Taxe focal; les longueurs 
OP et OA sont ^gales; si en A 
on m^ne la tangente k la courbe^ 
elle determine avec Taxe et 
Tasymptote un triangle rectangle 
OAQ ^gal k OPF (ils ont leurs 
cot^s lectangulaires et OA = OP) ; 
on a done 

OQ = OF = c. 
Si 2b est Taxe de Thyperbole 
conjugate, la m^me construction 
montre que son sommet B est 
sur la perpendiculaire abaissee de Q sur Taxe. 

Les tdngentes aux sommet s de deux hyperboles conjuguees se 
coupent sur les asymptotes. 

On a, de plus, entre les axes de ces hyperboles, la relation 

OQ' = OA' H- OB' ou c^ = a^-hbK 

On appelle longueur de Vaxe non focal la longueur de Taxe 
focal de Thyperbole conjugu^e. 

La consideration des hyperboles conjuguees permet de com- 
pleter les r^sultats obtenus relativement aux tangentes ; il suf- 
fira d'^noncer les propositions qui en r^sultent : 

i** On peut toujours mener deux tangentes paraltiles d une 
direction donnie soit d une hyperbole^ soit a sa conjuguee ; elles 
appartiennent toutes les deux d la mime courbe ; exception est 
faite pour une direction asymptotique, 

2** On peut toujours circonscnre une infinite d'angles droits d 
une hyperbole ou d sa conjuguie; tous ces angles ont leurs cdt^s 
tangents d celle des deux hyperboles qui a le plus grand axe 
focal^ et leurs sommets sont sur un cercle dont le carri du rayon 
est la difference des carris des demi-axes, 

II n'y a exception que si les axes sont ^gaux ; les deux hyper- 
boles ont alors leurs asymptotes rectangulaires ; on dit qu'elles 



)ul point d'oii on puisse mener des tan- 
est le centre; ces tangentes sont !es 
avons vu pouvoir 6tre aasimil^es h des 



byperbole. — Soit, sur la branchede drotte 

d'une hyperbole, un point M 

// {fi9- *8') ^^^^ '^* coordonn^es, 

/ par rapport k un axe x'Ox dirig^ 

suivant I'axe focal et k un axe y'Oy 

V dirig^ suivant I'axenon focal, sont 

^ lety (i = OF, !/ = PM). 

On a 

MF— MF = 2n, 



\ MF'" - MF' = iFT. OP = iex, 
\\ d'oii 

icx 

Hr-i-Mr = -^, 


.-{ 


^^, MF='^-a. 


i 


igle rectangle FMP donne 


i 


mf' = mpV pf', 



- —j = rf-h{c — xy. 

ililiant, on trouve, en tenant compte de 

>liqu4 k la branclie de gauche conduit k 
on d^montre, comme dans le cas de I'el- 

nts dont les coordonn^s v^rilient cette 

it li r hyper bole. ' 
Ik r^quation de I'hyperhole conjugute, 

iffit de permuter x et y, ainsi que aetb: 



r^ 



Remarquons enAn que les ^uations des asi 

a b a (> 

c'est-^-dire que tout point de Tune ou de 1' 
des coordoDn^es v^rifiant I'^quation 



EXERCICES 

1, Construire uoe hyperbole, connaissaat : 
i" Les foyers, un point ou line tangente ; 
S" Les foyers et la longueur de I'axe non fi 
3" Les axes en grandeur et en position ; 
4" Un foyer et trois tangenles ; 
5° Un foyer, une tangente et une as/mptoti 
6" Les deux foyers et une direclion asympi 
7° Un foyer, la longueur de I'axe focal et ui 
8" La distance focale et les asymptotes; 
9° Un foyer, le sommet voisin et un point ; 
10" Un foyer, une asymptote el.un poinL 

J, Un cercle de rayon variable est tangenl en 
une droitc fixe; de deux points fixes B et C p 
de parlet d'autre de A, on mene des tangentes 
de leur point de rencontre. 

3. Lieu des centres des cercles tangents k dei 
d'un m^mc plan. 

i. On mene a une hyperbole une tangente vari 
les tangenles aiix sommets A et A' en H et U 
Tangle MFM' est droit et que le produit AM X I 

6. Dans une ellipse ou dans une hyperbole, 
les rayons vecteurs d'un point, de la portion de i 
I'axe focal, est constanle. 

6. Dans quelles regions du plan sontles points 
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de contact des tangentes issues de ces points soient sur une m6me 
branche ou sur des branches differentes d'une hyperbole? 

7. Lieu du centre et du second foyer d'line ellipse ou d'une 
hyperbole qui passent par deux points fixes et dont un foyer est fixe. 

8. Lieudu second foyer d' une ellipse oud'une hyperbole, dont un 
foyer est rme, qui passe par un point fixe et est tangente k une 
droite fixe. 

9. Les foyers d'une hyperbole et les points de rencontre d'une 
tangente variable avec les asymptotes sont sur un m6me cercle. 

10. Mener une tangente commune k deux coniques (ellipse ou 
hyperbole) qui ont un foyer commun. 

11. Sur les tangentes PT, PT' menees d*un point P k une hyper- 
bole, on prend les longueurs PQ = PF, PQ' = PF'; demontrer 
-que QQ' est egal a I'axe focal . 

12. La demi-corde focale perpendiculaire a Taxe focal est 

€gale a — (ellipse ou hyperbole). 
a 

13. Demontrer que le pied de Tordonnee d'un point M d'une 
ellipse ou d'une hyperbole est conjugue harmonique du point de 
rencontre de la tangente en M avec Taxe focal par rapport aux 
sommets. 

14. On joint un point M d'une ellipse ou d'une hyperbole aux 
«ommets A et A' ; par le pied T de la tangente MT surTaxe focal, 
•on mene une parallelea I'autre axe; demontrer que T estlemilieu 
•du segment determine sur cette parallele par M\ et MA'. 

16. Dans une hyperbole, evaluer la sommedes rayons vecteurs 
•en fonction de Tordonnee du point. 

16. Trouver le lieu du second foyer et du centre d'une hyperbole 
•equilat^re dont un foyer est fixe et qui est tangente a une droite 
donnee . 

17. Trouver le lieu du second foyer etdu centre d'une hyperbole 
dont on connalt un foyer et les directions asymptotiques. 

18. Demontrer que I'ordonnee d'un point d'une hyperbole equi- 
latere est moyenneproportionnelle entre les segments limit6s aux 
sommets et au pied de cette ordonnee. Reciproque. 
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19.0njointlesextremites A et A' d'un diametre d*un cercle aux 
extremit^sd'unecorde variable PQ perpendiculaire a AA';troHver 
lelieu du point de rencontre des droites AP, A'Q. 

20. Lieu des points de contact des tangentes menees d'un poiat 
de Taxe focal a des coniques homofocales. 

21. Lieu des points d'intersection de deux coniques homofocales 
dont les axes focaux ont un rapport constant. 

22. Lieu des sononoets des angles droits dont les c6tes sont res- 
pectivennent tangents k deux coniques homofocales. 

23. D'un point, on mene des tangentes PT, PT' et PTi, PTj' a 
deux coniques homofocales; demontrer que les bissectrices des 
angles TPr et TiPT'i sont confondues. 

24. Trouver le lieu des points communs aux cercles directeurs a 
deux hyperboles conjuguees dont les foyers sont donnes. 

25. Dans iine hyperbole equilatere, le produit des distances d'un 
point aux asymptotes est constant.. Reciproque. 

26. Dans une hyperbole equilatere, le point de contact d*une tan- 
gente est milieu du segment determine par les asymptotes sur. 
cette tan gen te. 

27. Dans une hyperbole equilatere, Taire du triangle determine 
par une tangente et les asymptotes est constante. 

28. Dans une hyperbole, si Ton construit sur une corde comme 
diagonale un parallelogramme dont les c6tes sont paralleles aux 
asymptotes, la seconde diagonale passe par le centre. 
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pelle parabote une courbe 
droite et d'un point dont 
'.ui tur la droite. 
! le fo'jer de la parabole 
rice de la parabole. 

lots. — Solent F et D 
foyer et la direct] 

■^ tout point silu^ I 
la droite D, la dis 
k la directrice est 
que la distance M,! 

_ la courbe ne peut 

de points que dam 

du plan quicontie 

Pour obtenir ui 

lieu, tracons une 

■^ D, i droite de D ei 
lance arbitraire a 
F comme centre, 

ts communs au cercle et 

Iroite secoupent, 11 fau 
i la di-oite soil int4rieur 
ii4e entre le Toyer et la 
•s remplie, Supposons 
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que la droite A soil situ^e entre le foyer et la directrice, elle 
ne coupera ]e cercle que si la distance a de A k la directrice 
augment^e du rayon a du cercle est superieure a la distance du 
foyer k la directrice. lien r^sulte que si Ton mene une droite a 
4gale distance du foyer et de la directrice, tous les points de la 
courbe seront par rapport k cette droite du meme c6t6 que le 

foyer, et le rayon minimum a est 6gal 
a la moiti6 de la distance du foyer k la 
directrice. 

On pent encore obtenir les points de 
la courbe de la mani^re suivante : pre- 
nant un point P sur la directrice 
[fig. 489), on mfene la perpendiculai- 
re PM a cette droite, et au milieu de 
PFon ^Ifeve uneperpendiculaireat PF ; le 
point M oil elle rencontre la droite PM 
est k 6gale distance de P et de F, le tri- 
angle PMF ^tant isocele ; Mappartient done a la parabole. 




Fig 489. 



660. Construction d*un mouvement continu. 
cote BC de Tangle droit d'une^querre sur 
ladirectrice; un tilde Iongueur6galeauc6te 
AB de r^querre est fix6 en A et au foyer ; 
avec un crayon M, on tend ce til de ma- 
nifere que la portion AM soit appliqu^e sur 
le c6t6 AB de T^querre ; quand T^querre 
glisse le long de la directrice, le point M 
d6crit la parabole {fig. 490). 

On a, en effet, 

MFH-MA = BA =B1VH- MA, 
d'oii 

MF = MB. 



On place le 




Fig. 490. 



661. Axe» sommet. — La construction par points donne k 
chaque fois deux points M et M' sym^triques par rapport a la 
perpendiculaire men6e du foyer sur la directrice ; cette droite 
est done un axe de sy me trie de la courbe. 
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Le point de la parabole situ^ sur cet axe est le milieu de la 
portion de Taxe com prise en tre le foyer et la directrice ; on Tap- 
pelle sommet de la courbe. 

662. Intersection d'une drolte et d*une parabole. — Soient 
F et D {fig. 49i) le foyer et la directrice, et a la droite don- 
n^e; supposons le probl^me r^solu et d6signons par M un point 
d'intersection, s'il existe. 

Si Ton prend le sym^trique <p du foyer par rapport k A, le 
point M sera a ^gale distance de F, 9 et D ^ 11 sera centre 
d'un cercle passant par les points ' F et cp et tangent a la direc- 
trice. 

Reciproquementy si M est centre d'un tel cercle,Jl est sur la 
droite A perpendiculaire k F<{> en son milieu etsur la parabole, 
puisqu'il est Equidistant du foyer et de la directrice. 

Le problfeme est done ramenE au suivant : 

Construire un cercle passant par deux points et tangent a une 
droite, 

Le probl&me a deux solutions si le sym^trique du foyer par 

rapport a la droite est par 
rapport k la directrice du 
meme cotE que le foyer ; il n'a 
pas de solution si ce symEtri- 
que et le foyer sont de part et 
d'autre de la directrice ; il a 
une seule solution si le syme- 
trique du foyer est sur la di- 
rectrice ; le cercle estalors tan- 
gent a la directrice en ce point 
(246). 

La construction n'est plus 
applicable si la droite Fcp est 
parall^le a la directrice, c'est- 
k-dire si la droite donn^e est parall^le k Taxe; dans cette hypo- 
thfese, le centre du cercle est situE sur a, etle rayon quiaboutit 
au point de contact est dirig6 suivant a ; c'est done le point de 
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inlredeD et ijleproblSmena qu'unesoluUoD (^ff. 492). 
En r4sum4, une droite rencontre une 
parabole en deux points ou ne la ren- 
contre pas, sui?ant que le sym^trique 
du foyer par rapport k cette droite et le 
foyer sont ou ne sont pas d'an mSme 
' cdl4 de la directrice; elle n'a qu'on 

point cummun avec la courbe si le sy- 
Fif . tn. ret^trique du foyer est sur la directrice 

ou si la droite est parall&le k I'axe ; 
le premier cas, deux solutions soul confondues ; daas le 
d cas, un des cercles a son centre rejet^ k I'infini daas la 
;ioa de I'axe, qui est direction atymptolique , 
1. Inl«riear et exUrleur da l« paratrale. — Si i'on m^DC 
iroite quelcoDque par le foyer, il r^sulte de ca qui pr^dkde 
e rencontre la courbe ea deui points H et H' situ^ de part 
utre du foyer; ce sont les centres des cercles tan^nts k la 
jrice et a la perpendiculaire mende it la droite par le foyer. 
IS les points situ^ entre M et H' sont dits inUrieurt k la 
ole; les poiats de la droite non situ£s eolre H et H' soot 
r/^>urs k la parabole. 

torAoM- — Pour tout point (nterieur d la yara&ole, la 
diMtance au foyer est tnfirieure d la du- 
ianee a la direetriee ; pour tout point exti- 
rtnir, la distance att foyer est tupirieure A 
la distance a la directrice. 

I* Soit M (/ig. 493) un point iotSrieur; 
la droite MP rencontre la courbe ea deux 
points H,, H} et le point H est sito^ eatre 
le foyer et I'un de ces points Bf ,. 

Heooas 4 la directrice les perpendicu - 
laires HP, M,P, el la panll^le MQ; H, 
3. 4laot sur la parabole, oa a 

M,F = M.P,, 
MF = ll,F —MM, = M,P, — MM,. 
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Mais Toblique MiM est plus grande que la perpendiculaire 
MiQ, et on en dMuit MF < Mi?, — M,Q ou MP. 

2o Si M est exterieur, il peut 6tre k gauche de la directrice et 
nous Savons d6]k que, dans ce cas, sa distance au foyer est plus 
grande que sa distance k la directrice. 

Supposons done que M soit ext^rieur et k droite de la direc- 
trice {fig . 494) ; la droite MF coupe la 
parabole en deux points dont Tun Mi 
est situ^ entre F et M; menant les per- 
pendiculaires MP, MiPi, on a 

MiPi = MiF. 
81 M est k gauche de la parall^le k la 
directrice men^e par le foyer, MP inf6- 
rieure k MjPi Test k MiF et a fortiori a 
MF ; si M est k droite de cette parall^le, 
on peut mener la parallfele MiQ i la di- 
rectrice, et on a 

MiPi -hMiM = MiF-f-MiM == MF; 
MiM ^tant sup^rieure k MQ, on en 

conclut 

MP = MiPiH-MQ<MF. 

Les r^ciproques r^sultent des propositions directes, et on peut 
^noncer les r^sultats suivants : 

Un point estinlMeur d la parabole, sur la parabole ou ext^- 
rieur d la parabole, suivant que sa distance au foyer est inf4' 
rieure, 4gale ou supirieure d sa distance d la directrice. 

Gorollaire. — Si une droite rencontre une parabole en deux 
points M et M', tous les points de cette droite siiu^s entre M et W 
sont int^rieurs d la courbe ; tous les autres sont ext^rieurs. Si une 
droite est parallHe d I'axe, elle est partagie par la courbe en 
deux regions, rune dont tous les points sont intirieurs, Paulre 
dont tous les points sont ext4rieurs. 

Si la droite passe par le foyer, la proposition r^sulte de la 
definition de I'int^rieur. 

I. l** Supposons que le foyer soit dans Tangle aigu form6 par 
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Fig. 495. 



la directrice et la droite ; la droite qui joint le sommet de cet 

angle au ioyer sera dans cet angle 
I et le foyer sera entre la directrice 

Qt /^' . et le point de rencontre P de 

la droite avec son axe {fig. 495)* 

Un point M se d^pla^ant sur 
la droite a partir de P, Tangle 
QFMdiminueet Tangle MQF aug- 
mente ; ils deviennent 6gaux pour 
un seul point au-dessus deTaxe; 
ce point est sur la parabole. II y a 
de meme un second point situ6 
sur la parabole au-dessous de 
Taxe ; soient Mj et Ma ces points. 
Pour tout point compris entre 
P et Ml, Tangle MQF estinf^rieur 
k Tangle MFQ, et on a 
MF<MQ; 
ce point est int^rieur. 

Pour tout point situ6 au delk de Mi, Tangle M'Q'F est sup6- 
rieur k Tangle M'FQ', et on a 

MT > M'Q' ; 
ce point est ext^rieur. 

2^ Supposons que le foyer soit dans Tangle obtus form6 par 
la droite et la directrice ; le point ^ sym^trique de F par rap- 
port a la droite est dans Tangle aigu, eton consid6rera le triangle 
«pMP dontlescot^s MP et cpM spnt^gauxauxcot^s MP et FM du 
triangle FMP ; la demonstration est alors la meme que pr^c^- 
demment. 

II. II reste k examiner le cas d'une droite parallMe k Taxe ; 
soit M son point d'intersection avec la parabole, M' un point 
situ^ k gauche de M; s'il est a gauche de la directrice, il est 
ext^rieur ; il suffit d'examiner le cas oil il est entre la directrice 
et le point M. 

On a alors [fig. 496) 
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-I-FM'>FH ou PM, 
FM' > MP, 

et le point est est^rieur. 

Soil M' un point situ4 k d 
M; le triangle FMM' donne 

M'F < FM -t- MM° ou MP -h 

FM"<PM''; 
le point M" est int^rieur. 

664. Tangenie. — En un po 

parabole, tl exisleune langeni 
: forme par le rayon veclevr et 
dirigee vers la direclrice. 

de la parabole (fig. 497) et 1 




ce point 

chons le 

pointd'int 

de la s6ca 

la courbi 

effet, me 

cercle de < 

qui passe 

son symg 

par rapp 

droite; il 

gent en I 

497. rectrice.L 

ne g^om 

■8 CP, et le point P' sjm^trique i 

nt de contact du second cercle i 

intd'intersection chercli^. 

licnlaire menfe de M k PF; l« 

et si la s^cante tourne autour 

jincider avec M, les points P' et 

FG tend vers z^ro ; il en est de 
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gal TMX, c'est-ii-dirA que la droite flxe MT esttangente 

triangle PMK 4taiit isoc6le, cette droite est bissectrice de 
9 PMF. 

t point de cette tangente autre que le point de contact est 
eur k la courbe ; pour un tel point H', on a 
M'P = M'F>M'P'. 

. TbAor^me I. — Le tieu de$ symilriqws du foyer par 
rt aux (angenusest la direclrice. 

tangente MT ^tant perpendiculaire k PF en son milieu 
k98), le sym^trique P de F est sur la directrice. 
iproquement, tout point P de la directrice est sym^trique 
yer par rapport k une tangente ; en effet, k ce point P 
pond un point H de la parabole situ^ sur une parall^ie 
;, et, d'apr^s ce qui pr^c^de, la perpendiculaire men^e 
k la droite PF est tangente k la courbe et passe au mi- 
e PF; P est done sym^trique de F par rapport & cette 



. Th6or6me II. — Le lieu des projections du foyer sut les 
tangenles est la tangente au sommet. 
La projection T du foyer sur la 
tangente en H est le milieu de la 
droite PF, qui joint le foyer F au 
sym^trique P de ce foyer par rap- 
port k la tangente (Jig . 498) ; or, on 
sail que le lieu de P ^taut la direc- 
trice, le lieu de T est une droite 
parail^le k la directrice ; elle passe 
par le sommet S ; c'est la tangente 
en Sk la courbe. 
Pig. 498 R^ciPROQUEHENT, si une droite mo- 

bile aulour d'un point F rencontre 

roite fixe en T, I'enveloppe de la perpendiculaire menie 




oile mobile est une parabole ayant j 
jenle au sommel la droUe fixe. 
■ c«tte proposition, menons une paral 
elle que ladroile fixe donn^soit^ui 
^ la droite D; la s^cante variable Fl 
en P, etlaperpendiculaire TH 4 PF c 
ie foyer F et de directrice D ; sa tange 



lie, sous-Dormale et sous- tang ente. — 

Itculaire k la tangente, est bissectriee 
rayon vecteur et la parallfele b I'axe 

rbe considdre, dans Ie sens opposd k la 

it M de ia parabole, on m^ne la perpi 
MQ i I'axe, puis 
et la normale 
conrbe, cesdroi 
trent I'axe en T 
longueur TQ esl 
souD-iangenle et 
QN, la iom-nor 
La distance d 
directrice est Ie 
Pig. 199. La distance £ 

Q au sommet c 

xsse du point M; Ie segment QM en est 

tme. —7 Dans une 'parabole, la soui-\ 
metre, et la sous-langente est te double 1 
ntact. 

6 symdtrique du foyer par rapport k 1 
s droites PM et FN sont paratlfeles, ai 
IN perpendiculaires k la tangente; la fi 
logramme, et on a MN = PF, Les trian] 
F ont d^s lors I'hypotMuse 4gale et 
^gal(MQ= PA); ils sent dgaux, et, pi 
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longueurs QN et AF sont 6gales : la premiere est la sous-nor- 
male, la seconde est le param^tre. 

2** La projection R du foyer sur la tangente est situ6e sur la 
tangente SR au sommet; le point R, milieu de PF, est aussi 
milieu de MT; il en r65ulte que la droite RS, parall^le^ MQ, 
passe par le milieu de TQ; le sommet S est ainsi situ^ au 
milieu de la sous-tangente ; la sous-tangente est, par suite, dou- 
ble de Tabscisse SQ. 

Application. — Mener d'un point de Vaxe une normale a la 
parabole. 

Soit N le point donn6 sur Taxe {fig. 500); si Ton porte dans 

le sens NA une longueur egale au 
paramfetre, on obtient la sous-nor- 
male NQ et le pied de la normale 
est sur la parallele QM men^e par 
le point Q k la directrice; il est 6ga- 
lement sur le cercle de centre F et 
de ravon AQ. 




Pig. 500. 



669. £:quation de la parabole. — 

Vordonnee est moyenne proportion- 
nelle entre le double de I'abscisse 
et leparameire, 

Dans le triangle rectangle TMN {fig. 499), Tordonn^e MQ, qui 
est hauteur, est moyenne proportionnelle entre la sous-tangente 
TQ, double de Tabscisse, et la sous-normale QN, ^gale au para- 
metre. 

Si Ton dfeigne par x Tabscisse, par y Tordonnee et par p le 
param^tre, les coordonn^es d'un point de la parabole v^rifient 
r^quation 

Reciproquement, on voit comme pour Tellipse et Thyperbole 
que tout point, dont les coordonn^es v^rifient cette Equation, 
appartient k la parabole. 



Ik. 



1 I. — Mener d'un point wue langenle d la 

St sur la parabole, il sufGt de mener la bissec 
irm^ par le rayon vecteiir et la parall&leii I axe 
taum^me, d'abaisser du point une perpendi- 
'oite qui joint le foyer k la projection du point 

ue le point P {fig. 501)nesoit pas surlapara- 
ext^rieur, puisque tout point de la tangenle 
. de contact est ext^rieur. 
f du foyer par rapport it la tangente est, d'une 
;trice, d'autre part, sur le cercle d^crit de P 





ec PF cornme rayon, puisque P est i 6gale 
ie o; on obtient done ce sym^trique par I'in- 
droite et d'un cercle; soit ? un point ainsi 
nte correspondante sera la perpendiculaire 
?9, et le point de contact sera sur la parall^le 



I possible si la directrice rencontre le cercle, 
distance du point P ^ la directrice est infg- 
PF, ce qui a toujours lieu si le point P est 



1 



CODKJUES 

eur k ]a courbe ; on peut alors mener deux tangentes du 
P. 

lARQUE. — L'angle des deux tangentes est le suppldmeoL 
ngle <sP?'; il est aigu sj P est ^gauche de ladirectrice, 
si P est k droite de la directrice et droit si P est sur la 
rice. 

directrice est /p lieu des lommels det angles droits circons- 
: la parabole. 

. ProbUme n. — Mener d la parabole une tangente paral- 

une< direction donnie. 

lym^trique t {(ig. 502) du foyer par rapport k la tangente- 

inconnue estsurladirectrice etsur la 

perpendiculaire men^e du foyer sur 

la direction donnie. Pour trouver la 

tangente, on abaissera la perpeo- 

diculaire F? sur la direction A; au 

milieu de ¥a On m^nera une paral- 

l^le a a, ce sera la tangente cher- 

chee; son point de contact Hestsurla 

parall^le k I'axe men^ par le point 7. 

La perpendiculaire k ^ rencontre 

la directrice en un seul point; le 

probl^me a une solution unique. II 
Fig. KB. ^ ,. ■ . , , 

n y a exception que si & est paral- 

I'axe ; le probl^me est alors impossible. 

. Theoremede Poncelet. — ^'t d'un point P {fig. 501), 
ne a la parabole des tavgentes PM, PM', ces tangentes font 
gles igaux avec le rayon vecteur du point P et la paral- 
I'axe ; elles sonl vttes du foyer sous des angles egaux. 
our d^montrer que les angles MPX, M'PF sont ^ux, il 
d'^lablir I'6galit6 des angles PMf>, M'PF respective men t 
aui pr^c^dents; or, Tangle PMy est ^gal a Tangle Fipo' 
les cot^s sont pcrpsndiculaires k ceux du premier; 




PARADOLE 6 

lansle cerclede centre P est la ai< 
'f' ; il est done 4gal a M'Pt . 
1' sont respectivement ^aux k leu 
ir rapport k PM et PU' ; ces dernie 
ment^ ou diminu^ simultan^ment < 
' est k gauche ou h droite de la din 
e, dans le triangle isocile P??', < 
= PFiT. 



larabole est la limile d'une ellipse • 
yer et le sommet voisiit restent fixt 
loigne indifimmeni sur I' axe. 

503) le foyer et la directrice d'ui 
parabole ; si 
sommet A e 
milieu de F 
perpendicula 
re abaisE^e ( 
foyer sur la c 
rectrice . Co 
sid^rons ui 
ellipse defoye 
F et P aya 
le point A po 
sommet;sir< 
mfene un rayc 
vecteur iii 
issu de F, 
rencontre lap 
rabole en U 
I'ellipse en 
au - dessus i 
s d^montrer que si F' s'^loigne ind 

a pour limite FM. D^signons par 

FM'F; 



^ '1 



^yfy 
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on a 



sin a 



M'F' 
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2a 



FF' 



sin a -t- sin p sin (a -+- p) 

sin(a-hP) 



sin^ 

2c = FF = 2a . . . 

sm a -i- sin p 

Si Ton d^signe par p la longueur SF, on en d^duit 

Qf \ Q ft sin(a-4-|) \ 

p = 2(a — c) = 2a 1 r- t-t- 

'^ ^ ^ \ sin a -H sin p / 



et 



M'F = 



2a sin a 



psma 



M'F = ^ 



sin a -H sin p sin a H- sin p — sin (a -4- p) 
2p sin — cos Y 



2 sin 



2 



p/ a— p a-i-P 
' COS --^ — COS — 



) 



pcos-^ 



2 sm -y^ sin!-|- 



Si a tend vers z6ro, c'est-k-dire si le point ¥' s'^loigne ind^- 

P 



finiment, cette expression a pour Umite 



P 
2 sin2 ^ 



D'autre part, si Ton projette le contour SPMF et sa r^sultante 
SF sur SF, on a 

PMh-MFcosP = p, 
ou 

P 



MF(1 — cosP) =p, MF = 



P 
2 sin2 4 

2 



ce qui prouve que le point M' a pour position limite M ;Ma 
parabole est done la limite de I'ellipse. 

On pent remarquer que le cercle directeur de centre F' est 
constamment tangent en S k la directrice de la parabole et que 
sa limite est cette directrice. 



is* 
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2" Soient encore F, A et D {fig. bOi) le foyer. 




finiment. D^signons par ? et o les i 
la direction F'F ; on a 

M'F' M'F 2a 



"(^-°i 



Si p est la longueur SF, on en d^duit 



sin (? — o) — sin ^ -i- sin « 



dont la limite, quand a tend vers z^ro, 
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arabole est done la litnite de la branche d'hyperbole 

Irotte; quant aux points de I'autre branche, its s'^loi- 

I4flniinent, puisqu'Jls sont k gauche du second sommet 

isLance au point A augmente ind^flniment. 

le directeur de centre F' a pour Umite la directrice 

ibole. 

lUE I. — Dans le cas de I'eliipse, le num^rateur de M'F 

i et son d^nominateur diniinue si a tend vers z^ro ; 

vers sa Umite en croissant, c'est-ji-dire que le point 

int^rieur de la parabote. Dans le cas de I'byperbole, 

S — a 
en d^yeloppant sin — — et en divisant les deux 

) la fraction par cos — > que Jtf' est k I'est^rieur de 



!t)E II. — Le th^r^me pr^^dent permet de dMuire les 
} de la parabole de celles de Tellipse ou de I'hyper- 



truire une paral)ole, conaaissant : 

1 foyer, le param^tre et I'axe ; 

J foyer et deux points ; 

I directrice et deux points ; 

i foyer et deux taogeutes ; 

1 directrice et deux tangentes ; 

> tangente au sommet et denx tangentes; 

: foyer, une taugente et son point de contact; 

L directrice, one tangente et son point de contact ; 

I tangente au sommet. une tangente et son point de 

:onlact ; 

i foyer, une tangente et un point ; 

1 directrice, une tangente et un point; 

le normale, le pied de cette normale, le foyer ou la 

lirectrice. 
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2. Trouver le lieu des poinls dont la somme ou la difference des 
distances k un point et k une droite fi&es est constanle. 

3. Trouver le lieu des points equidistants d'un cercle et d*une 
droite. 

4. Construire un triangle ABC connaissant la base BG, Tangle B 
et la somme ou la difference du c6te AG et de la hauteur issue de 
A. (On ram^ne le probleme k la recherche de Tintersection d^une 
droite etd'une parabole.) 

5. Trouver un point de Taxe d'une parabole tel que lestangentes 
ou les normales issues de ce point fassent entre elles un angle 
donne. 

6. Lieu des centres des cercles tangents k une droite et passant 
par un point donn^. 

7. Lieu des centres des cercles tangents k une droite et k un 
cercle donnes. 

8. Si deux paraboles ont mdme foyer et des directions d'axes 
opposes et se coupent en un point M, les tangentes en ce point 
sont rectangulaires. 

9. Deux paraboles ont leurs axes parall^les ; construire leurs 
tangentes communes. 

10. Construire la tangente commune a deux paraboles qui ont 
m^me foyer ; construire leurs points d'intersection. 

11. Sur la perpend icul aire k Taxe d'une parabole men^e par le 
foyer, on prend deux points k egale distance du foyer, et de ces 
points on abaisse des perpendiculaires sur une tangente variable ; 
raontrer que Taire du trapeze ainsi form6 est constante. 

12. Le lieu des foyers des paraboles tangentes k trois droites est 
le cercle circonscrlt au triangle forme par ces droites. (On remar- 
quera que les projections du foyer sur les droites sont trois points 
en ligne droite.) 

13- Deduire du theoreme precedent la construction d*une para- 
bole tangente a quatre droites. 

14 Lieux du foyer et du sommet des paraboles ayant une direc- 
trice donnee et tangentes k une droite fixe. 

15. On considere les paraboles tangentes en un point fixe a une 
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droite donnee et dont Taxea une direction fixe; trouverle lieu du 
foyer et du sommet. 

16. Si d*un point P de la directrice^ on m^ne des tangentes PT, 
PT' a une parabole, la corde des contacts TT' passe par ie foyer et 
est perpendiculaire a la droite PF. 

17. Un triangle a un sommet A fixe ; le sommet B decrit une 
droite flxe et le c6te BC est constamment perpendiculaire a cette 
droite ; trouver le lieu du point C connaissant la somme ou la dif- 
ference des c6tes AG et BG ; trouver Tenveloppe de la bissectrice 
de Tangle exteireur G dans le premierscas et de Tangle interieur 
G dans le second cas. 

18. Une parabole roule sur une parabole egale, de fa^on que 
dans une certaine position les sommets soient confondus; trouver 
le lieu du foyer de la parabole mobile. (Deux courbes roulent Tune 
sur Tautre si elles sont constamment tangentes et si les arcs de 
courbes decritspar les points de contact sont cgaux.) 

19. Demontrer que toutes les paraboles sont semblables. 

20. Lieu des pieds des normales menees d'un point fixe de Taxe 
des paraboles qui ont m6me axe et m6me foyer. 

21. Si d'un point P de foyer F on mene a une parabole les tan- 
gentes PM, PM', 

1" PF est moyenne proportionnelle entre FM et FM'; 



2° On a 



22. On multiplie les ordonnees des points d'une parabole par 
un nombre k ; le lieu des points obtenus est une parabole; il en 
estdememe sil'on multiplie les abscisses par un nombre A'; quelle 
relation doit exister entre k! et k pour que ces deux nouvelles 
paraboles soient egales ? 

23. Dans une parabole, le produit des distances du foyer et du 
sommet k deux tangentes rectangulaires est constant; le produit 
des ordonnees des points de contact est constant. 

24. Lieu ^eometrique des milieux des normales a une parabole, 
ces normales etant limitees a Taxe. 

25. Une ellipse dont Taxe focal est constant a un foyer qui coin- 
cide avec celui d'une parabole fixe ; les deux courbes etant tan- 
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gentes, Irouver Je lieu du centre et le lieu du second foyer de 
Tellipse. 

26. On considdreune s6rie d^ellipses concentriques et homothe- 
tiques ; trouver Tenveloppe des tangentes k ces courbes auz points 
situ6s sur une perpendiculaire k Tun des axes. 

27. Un angle de grandeur constante se d^place de faQon que son 
sommet decrive une droite de son plan et qu'un de ses c6tes passe 
par un point fixe A ; trouver le lieu de la projection de A sur Tautre 
c6te et trouver I'enveloppe de ce c6t^. 

28. Trouver le lieu des foyers des paraboles tangentes k deux 
droiies fixes et dont Taxe a une direction donnee. 

29. Si du milieu d*une corde d'une parabole, on ro^ne la perpen- 
diculaire a Taxe et la perpendiculaire a la corde, la longueur in- 
tercepteesur Faxe par ces droites est constante. 

30. Trouver le lieu des milieux des cordesd'une parabole paralleles 
a une direction donnee. 



1 
1 
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i COMMUNES AUX TROIS COHIQDES 



B8. — I. — Nou5avonsvQ(637)que x dfeignant 
oint de Teilipse, le rayon vecteur MF (/tj, 505), 

ur valeur a » ce que Ton peut ^rire 




Consid^rons une droi- 
te D perpendiculaire 
jiTaxe focal etdonlle 
pied a pour abscisse 

— ; cette droite est 
c 

tout entt^re k droite 

de I'ellipse, puisque 

— est sup^rieur k a. 
^'"^ ^- L'expression r, 

I'abscisse d'un point de D et celle du poiut H, 
iUnce MP de M Ji la droite D ; on a done la 



MF = —MP. 

roite telle que le rapport det distances d'un point 
foyer et d cetle droile soil constant ; son pied sur 
injngtti harmonique du foyer par rapport aux 

It appel^ la directrice CQrrespondant au foyer F ; 
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le rapport — est Vexcentriciie^on led^signe par la lettre e; ici, 

il est inf^rieur k Tunit^. 

II est manifeste qu'au foyer F' correspond une directrice 

D' parallMe k la premiere ; ces deux droites sont ^quidistantes 

du centre, et I'excentricit^. relative k laseconde directrice est 

c 
encore — 
a 

Reciproquement. les points tels que le rapport de leurs distances 

A un point F {fig.^Ob)et aune dfoite D soit un nombredonn4 e 

inferieur d, Vunit^, sont sur vne ellipse ay ant F pour foyer. 

Si du point F on abaisse la perpendiculaire QQ' surladroite 

D, ilexistesur cette perpendiculaire deux points conjugu^s harmo- 

AF AT 
niques A et A' tels que ttt = tttt = ^ ; « 6tant inferieur a 

^ AQ A'Q 

1, A et A^ sont k gauche de D, comme le point F. 

Consid^rons maintenant une parall^le k QQ' et cherchons sur 

cette droite les points repondant a T^nonc^ ; si M est un tel point, 

MF 
on a ^jp5- = e ; il est done sur un cercle d^crit sur BB' 
MP 

BF B'F 
comme diametre, B et B' 6tant tels que -^^ = -^^ = e. 

BP B P 

Pour construire ces points B et B', il suflit de mener par A 

et A' des paralleles k D ; on a» en elfet, 

BF_AF_ BT _ A F 

BP "" AQ ~ ^' BT " A'Q "" ^' 

Ceci pos6, le centre de ce cercle est en w sur la parallfele k D 

men^e par le milieu OdeAA'; il rencontre done la droite paral- 

Ifele k QQ' en deux points (si ce cercle coupe la droite) M et M' 

sym^triques par rapport k Qio, qui est perpendiculaire k la corde 

MM'; prenons alors F' sym^trique de F par rapport a 0; les 

, points M, M', F' sont a gauche de D, et on a 

MF' = M'F, MF -h MF' = MF -f- MF, 

MF = e.MP, M'F = e.M'P, 

MFH-MF'=e.(MP-+-M'P) = 2e.PR, 

R 4tant le milieu de MM'. 



1 
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M est done sur une ellipse de foyers F et F'. On pent d'ailleurs 
en calculer la distance focale et ie grand axe ; d^signant par p 
la distance FQ, on a 



FA 



FA 



e 



a — c 



a 


AQ '' 


on en d^duit 






pe 
a = — - — 
1 — e^ 



AQ-hAF l-f-e 



pe* 

C =: — 



II. — Ck)nsid^ron8 maintenant une hyperbole et prenons ua 
point M (fig.&06) de la branChededroite; son abscisse ^tant a?, 

MF a pour expressioa 

ex c I €^\ 

a a\ c / 

ladroite D perpendi- 

calaire k Taxe focal, 

et dont les points ont 

pour abscisse — , est 

situ^e tout enti^re k 
gauche de la bran* 
che sur laquelle est 
M, puisque c ^tant 
plus grand que a, 

— est inf^rieur a 
c 

est la distance MP de M k 




Fig. 506. 



a ; il en r^sulte que x — 



a' 



cette droite ; on a done encore 

MF _ c 
MP "" a * 
Pour un point de la branehe de gauche, on a 

M' 



V¥ = a = — ( X ; 

a , a\ c I 



a 



X fitant ici n^gatif, x repr^sente encore la distance MP 

et la relation pr^c^dente subsiste. 



k 
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ine droite telle que le rapport desdUtancesd'un point 
de & u« foyer et A c'etle droite soit constant ; son pied 
cal est conjugue harmonique du fpyer par rapport 
s. 

iteestla c^trecfm^correspondantau foyer ;1e rapport 
1 designe par la lettre «, est Vexcentricite ; die est ici 
I que I'uDit^. II existe une seconde directrice syin^ 
premiere par rapport au centre, 
oque s'4tablit comme pour I'ellipse. 

r^sum^, on peut dODoer une d4tinition commune 
>urbes: ellipse, hyperbole et parabole; c'est le lieu 
'.'un plan dont le rapport des distances a tin point fixe 
nte fixe de ce plan est constant, 
port est infirieur d Puniti, la courbe est une ellipse. 
port est egal A i'unite, la courbe est une parabole . 
port est sup6rieur & runiti, la courbe est unehyfwMo. 
nt de cette definition, on peut 4tablir des propri^t^ 
aux trois conrbes ; j'indiquerai la suivante : 

ordme. — La droite qui joint un foyer au point de ren- 
contre d' une sicante AB {fig. 3(t7)avecla 
^ directrice correspondante, faildesangles 

igauxavec les rayons vecteurs des points 
ket B. 

Solent S le point de rencontre de la 
s^cante AB avec la directrice D, A' et 
B' les projections des points A et B sur 
cette directrice ; on a 
_AF^ _ BF^_ AF AA' 

AA' ~ BB' ~ ^' BF ~ BB' ' 

D'autre part, les droites AA', BB' 
Ifeles, le rapport -^^ est ^gal k -^ ; on en d^duit 

AF _ SA 
BF SB ■ 




u^ 



„.- ,'#:'^-' 4**. 



-'Tt 






:^t.- 



C ■ - 



. \ 



->, 



,.v 
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S est done le pied d'une bissectrice de Tangle F; ce sera le 
pied de la bissectrice int^rieure si S est entre A et B, c'est-a- 
dire si A et B sont sur deux branches diff^rentes d'une hyper- 
bole ; ce sera le pied de la bissectrice ext6rieure si A et B sont 
sur une ellipse, une parabole ou sur iine m^me branche d'une 
hyperbole. 

Gorollaire\ — \^ La droite qui joint le foyer au point de 
rencontre d*une tangente . avec la directrice correspondantey est 
perpendiculaire au rayon vecteur du point de contact, 

2° La corde des contacts des tangenies issues d'un point de la 
directrice passe par le foyer correspondant. 

1" Supposons les deux points A 
et B (fig, 507) sur une meme 
branche ; les angles AFS, BjFS sont 
6gaux; si B vient coincider avec 
A, ces angles restent ^gaux; ils ont 
alorsleurs cot^s ext^rieurs AF, FBi 
en ligne droite ; ils sont droits. 

2<*Soient PM, PM' les tangentes me- 
nses d*un point P de la directrice 
(fig. 508); les rayons vecteurs FM, 
FM', perpendiculaires k PF, sont 
en ligne droite; il en r^sulte que la 
corde des contacts MM' passe par F. 

Fig. 508. ^ ^ 




Th6or6xnes de Dandelin. 



677. Th6or6me I, — La section dun cylindre de revolution 
par un plan qui n*est niparallele, ni perpendiculaire aux g6ni- 
ratricesy est une ellipse ayant pour foyers les points de contact 
du plan secant avec les spheres inscrites dans le cylindre et tan- 
gentes a ce plan. Les directrices sont les intersections du plan 
secant avec les plans des cercles de contact des spheres et du 
cylindre » 
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pour plan de la figure 1^ plan nien^ par I'ase du 
jrpendiculairement an plan secant; le cylindre est 
mt deux generatrices AA', BB' (^g. 509) et le plan 
secant suivant unedroite sur 
|x. laquelle se projettent tous les 

points dece plan. 

On pent tracer deux cercles 
tan^nts a AA', h. BE' et k la 
trace du plan secant; faisons 
toumer la figure, $auf la trace 
du plan s^cont, autour de I'axe 
XX' du cylindre; AA' engen- 
dre le cylindre, les cercles en- 
gendreiit des spheres inscrites 
dans le cylindre le long des 
cercles AB, A'B'. Ces spheres 
sont tangentesau plan secant : 
en efFet, le rayon OF du cercle 
est perpendiculairei la trace 
FF' du plan secant; il est, de 
plus, dans le plan de la figure 
pei'pendiculaireuu plan s4cant; 
OF estdoncperpendiculaireau 
plan secant, qui est, par suite, 
a sphere 0; il est de m^me tangent k la sphere 0'. 
iy on obtiendra un point de la section plane en cou- 
lindre et le plan steant par un plan YV perpendicu- 
xe du cylindre; ce plan donne dans le cylindre un 
ayon constant et dans le plan secant une droite per- 
re an plan de la ligure et projet^e en m; elle ne cou- 
cle du cylindre que si m est entre D et D'; il en 
! tous les points de la section plane sont compris entre 
es des points et rv et, par suite, entre les plans 







lors M un point de la section et CMC la g^q^ratrice de 
is droites MC, MF sont tangentes k la sphere 0, la pre- 
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mi^re parce que c'est une g^n^ratrice du cylindre circooscrit* 
la seconde parce que c'est une droite du plan tangent en F ; elles 
sont done ^les ; il en est de m6me des droites MC, MF; or, 
M 4tant entre C et G\ MC + MC = CC, longueur constante, 
^ale k la distance des plans AB, A'B' ; il en r^sulte que MF + MF' 
est constant ; M est done sur une ellipse de foyers F 

et r. 

Iticiproquermni, tout point de cette courbe est un point de la 
section plane ; il est d'abord dans le plan. S'il ^tait int^rieur au 
cylindre, sa puissance par rapport h une sphere serait infSrieure 
k celle des points du cylindre situ^s dans le m^me plan auxiliaire ; 
<a somme des tangentes issues de ce point, qui est MF+MF', 
serait inf6rieure k la distance des deux plans AB, A'B', ce qui 
est impossible, MF + MF' 4tant 4gale k cette distance ; on 
voit'de m&me que M n'est pas ext^rieur au cylindre. 

Le grand axe de Tellipse est DD', puisque D et D' appartien- 
nent a la section et sont sur la droite FF qui joint les foyers ; 
le petit axe, qui lui est perpendiculaire, passe par le centre, milieu 
de DD\ situ^ sur XX', et s'obtient en coupant par le plan auxi- 
liaire men^ par ce milieu ; il determine dans le plan secant un 
diam^tre du cercle obtenu dans le cylindre ; le petit axe est done 
6gal au diam^tre du cylindre. 

Pour d^montrer que la directrice qui correspond au foyer F 
estrintersection du plan secant etdu plan AB, il suffit d'^tablir 
que le point P commun a DD' et k AB est conjugu^ harmo- 
nique de F par rapport k DD' (674) ; or, la polaire de P 
par rapport au cercle passe par F et est la parallfele k A A' et 
8B', 6tant perpendiculaire a AB ; il en r^sulte que F est con- 
jugu6 harraonique de P par rapport a D et 0'. La directrice est 
la perpendiculaire men^e de P & DD'; elle est done dans le 
plan AB perpen Jiculaire au plan de la figure. 

678. Probl6me inverse. — Placer sur un cylindre de rivolu' 
tion donnSune ellipse dont on connM Vate focal. 

Le probl&me n'est possible que si le petit axe de Tellipse est 
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^gal au diam^tre du cylindre ; on ne peut done se donner arbi- 
trairement Tellipse ; nous allons raontrer que la eonnaissance 
du grand axe permet de r^soudre le probl^me. 

Coupons le cylindre par un plan P qui passe par son axe et 
tr^^ons une droite DD' limit^e aux g^n^ratricels du cylindre et 
6gale k Taxe focal donn^; le plan men^ par DD' perpendiculai- 
rement k P coupe le cylindre, d'apr^s le th^or^me pr^c^dent, 
suivant une ellipse dont Taxe focal est DCK; il r^sout done la 
question. 

Le probl^me est toujours possible et a une double infinite de 
solutions; les unes correspondent aux parail^les k DD', les 
autres k des droites parall^les entre elles et sym^triques des 
pr^c^dentes par rapport k Taxe du cylindre. 

Application : EJlipsographe de M. Garonnet. — Get instru- 




Fig. 509 bis. — Eliipsographe Caronnet. 



ment se compose d'une tige cylindrique T dont la pointe p 
repose sur le papier au centre de Tellipse que Ton veut tracer ; 
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elle est maintetiue au moyen d*une douille d^ articul^e k utie 
tige verticale t reposant sur le papier. Sur la tige T glisse sans 
frottement une douille D qui porte une partie saillante dans 
laquelle peut glisser une tige coud^e dont une branche porte a 
son extr^mit^ un crayon w. 

Si Ton fixecette tige coud^e k la partie saillante de la douille 
D, le point m reste h, une distance constante de la tige T et se 
d^place sur uncylindre de revolution d'axe T ; le point m d^crit 
une ellipse, section plane du cylindre. On peut faire varier les 
axes de cette ellipse en inclinant plus ou moins la tige T et en 
modiliant la position de la tige coud^e. 

679. Th6or6rae II. — La section plane d'un cdne de revolution 
par unplany non perpendiculaire d Vaxe et ne passant pas par 
le sommety est une ellipse^une hyperbole ou une parabole^ suivant 
que le plan, mene paralWement au premier par le sommet du 
cdne, ne coupe pas le cdne, le coupe ou lui est tangent, 

Les foyers sont les points de contact du plan secant avec les 
spheres inscrites dans le cdne et langentes au plan secant ; les 
directrices sont les intersections du plan secant et des plans des 
cercles de contact du cdne el des spheres, 

Prenons comme plan de la figure le plan men^ parTaxe per- 
pendiculairement au plan secant ; on montrera, comme pour le 
cylindre, que les cercles inscrits dans les angles des generatrices 
ou se trouve le cone et tangents a la trace du plan secant sont 
les grands cercles de spheres inscrites au cone et tangentes au 
plan secant ; nous distinguerons alors trois cas : 

1" Cas. — Le plan parallele au plan secant mene par le sommet 
du cdne ne coupe pas le cone, Sa trace ne peut etre la projection 
d*une generatrice ; elle est situeedans les angles des generatrices 
SA, SB{fig. 510) oil ne se trouve paslecone; la trace DD' du plan 
secant rencontre alors ces generatrices d'un meme cote du som- 
met S et un point M de la section plane est situe entre les plans 
de contact AB, A'B' du cone et des spheres inscrites. Si 
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pour le cylindre. 

d^montrer que la directrice est \ 
!t du plan AB, par exemple, comi 
k DD' du plan de la figure, il sufti 
r P ou que P est conjugu^ de P 
la polaire de P par rapport au ci 

et par le conjugu^ de P par rapp 
polaire de P par rapport aux dro: 
le par F, point de contact d'une 
e 0, on en conclut que F est con 
) et D'. 
:. —Le plan prirallile au plan sica: 

coupe le cdne. Sa trace sur le pi; 
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rint^rieur de Tangle des generatrices SA, SB {fig. 511) oil se 

projette lecone; la trace DEK du 
plan secant coupe alors ces gene- 
ratrices de part et d'autre du 
sommet. 

Tout plan perpendiculaire k 
Taxe qui est situe entre D et ly 
ne donne aucun point d'intersec- 
tion ; il en r^sulteque Tintersec- 
tion est situ^e en dehors de Tin- 
tervalle des plans de contact du 
cone et des spheres inscrites. 

Si Ton m^nela gen^ratrice SM, 
qui passe par uri point M (inter- 
section situe sur la nappe sup^- 
rieure, cette g^neratrice rencon- 
tre ies cercles de contact en C et 
G, et on a 

MF = MC, MF = MC, 

MF -MF = MC — MC = GC. 

La difference MF' — MF est done constante et egale k la 
portion de generatrice comprise entre Ies plans de contact; M 
appartient k une branche d'hyperbole de foyers F et F' ; Ies 
points de la nappe inferieure appartiennent k I'autre branche. 

La reciproque s'etablit comme pour le cylindre ; la determi- 
nation des directrices est analogue k celle du premier cas. 




Fig. 511. 



3® Gas. — Le plan parallele au plan secant men^ par le sommet 
du cdne est tangent au cdne. Sa trace est alors une generatrice 
SG et le plan secant a sa trace parallele a cette generatrice 
(fig. 512) ; il existe un cercle tangent k cette trace et inscrit dans 
Tangle des generatrices ; la sphfere inscrite dans le cone et tan- 
gente au plan secant en F admetce cercle pour grand cercle. 

Soit m la projection d'un point M de la section ; il est sur 
une perpendiculaire au plan de la figure passant par m; Tinter- 
section du plan secant et du plan de contact du cone et de la 
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perpendiculaire au plan de la figu 
projette en P ; la 
de M k cetledroite 
(^le k m? . 

D'autre part, 1 
dans le parall&le 
plan passe par >n esi 
ggn^ratrice figur^e 
qui louche la sph6 
point c du cercle 
tact, la longueur 1 
la portion de g4i 
comprUe entre le 
contact et le plan c 
Ifele nien4 par m ; 

12. ^gale k BB' ou C( 

Mc est d'ailleurs 4g! 

e issue de M, et on en conclut MF 

ne parabole de foyer F. 

lablit comme dans les cas pr^c^den 

680. Ppoblfime inverM. - 

cdne de rioolution donni 
une ellipse, vne hyperbole ot 
rabole donnie. 

i"' Cas : EUipse. - Si 
le probl^me r^solu et pren 
plan de la figure le plan n 
I'axe perpendiculairement 
de I'ellipse ; d'aprSs le t 
direct, I'axe focal de I'ellipf 
droite DD' (/ig. 510) situ^t 
la trace du plan secant 
ire a I'axe du c6ne, on a 
= IVF', AD = DF, 

- AD = DD' — D'F — DF -= E 
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DE est done la distanee foeale et on pent construire le triangle 
PD'E {fig. 513), dont on eonnait deux c6t6s DD' et DE et Tangle 
oppos^ k Tun d'eux E, qui est le complement du demi-angle au 
sommetdu cone; comme d'ailleurs, DE est inf^rieur k DD', le 
probl^me, a une solution unique. Ce triangle ^tant construit, 
menons par D' une droite qui fasse avec D'E un angle ^gal h 
Tangle D'ED du triangle. D'aprfes le th^orfeme direct, le cone 
(lont les generatrices sont SE et SD' et dontTaxe est dans le plan 
de ces droites sera coup^ par le plan perpendiculaire au plan 
de la figure mene par DD' suivant Tellipse donn^e. 

On voit qu'il y a une infinite de solutions, puisque Ton peut 
phoisir arbitrairement le plan meridien du cone; tons les plans- 
de ces sections passent par un m^me point H de I'axe ; les- 
foyers decrivent deux cercles des spheres inscrites. 

2* Gas : Hyperbole, — Le probl^me est encore ramene k la 
construction du triangle DED' (fig. 511) dont le cote DE est 
perpendiculaire k Taxe du cone ; dans ce triangle, on eonnait 
les cotes DD', axe focal, et D'E, distance foeale; on a, en effet, 

EB = DA = DF, B'D' = DT, 

ED' = EB H- BB' H- B'D' = DF -f- DD' + D'F =FF. 

On eonnait, de plus, Tangle E, complement du demi-angle au- 
soiiimet du cone, oppose au plus petit cote DD' des deux cot^s 
connus ; le probl^me ne sera possible que si ce c6te est plus- 
grand que la hauteur issue de D' : 

DD' > ED' sin E, 

ou, en designant par 2a Taxe focal et 2c la distance foeale, 

2a > 2c sin E, ou a> c cos a, 

a etant le demi-angle au sommet du cone. 

D'autre part, si Ton designe par 6 le demi-angle des asymp- 
totes, on a 

cos 6 = 

c 
La condition necessaire et suffisante pour que Ton puisse con- 
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juire le triangle et, par suite, placer ['hyperbole sur ]< 
li achevant la construction comme dans le cas de I'elli 

COSa < COS 9, OH «>().' 

L'angle des asymptotes doit Stre infirieur a I'angle au 
u cdne. 

II y a aid's deux solutions et si Ton fait tourner le pla 
ien, on a upe double inflnit^ de solutions ; les foyers di 
es cercles situ^s sur les spheres inscrites dans les deux 
u c6ne. 



3' Gas : Parabole. — Prenant encore cg^me plai 
igure le plan men^ par I'axe du cone perpendiculairet 
plan de la parabole, iisuffii 
placer cette courbe, de trc 
trace PF de son plan, ou i 
raent le foyer F, puisque 
est parall^te k une g^n^i 
Or, si le cercle insorit dans 
des generatrices (^^. 512) 
place et si on lui m^ne u 
gente parall^le a une g4n^ 
on forme une s^rie de 
hotnoth^tiques par rapj 
point S; F d^rit une dn 
(fig. 514) issue de S; d'aul 
FA est ^ale au demi-pai 
e la parabole; pour placer F, on tracera une p 

A'A" = ^- i la g^n^ratrice SC; par A", on m^ne 

paralitica SC', quicoupera ST au foyer F cherch4. 

La proposition directe prouve que le plan tnen^ par I 
l^lement au plan tangent suivant SC coupe le cone su 
parabole de paramfetre p. 

Le probl^me a done toujours une solution; et si on fai 
le plan de figure, on a une infinite de solutions; leurs pis 




Pig. bU. 



668 GONIQUES 

pent Taxe du cone en un point fixe et leurs foyers d^crivent 
un cercle dela sphere inscrite dans la nappe du cone consider^. 

Remarque. — L'ellipse, la parabole et I'hyperbole sont, en 
raison de ce qui pr^c^de, appel^es des sections coniques ou sim- 
plement des coniques. 
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1 . On considere ies coniques qui passent par deux points A et E 
et ont une directrice donnee D ; trouver le lieu du foyer F corres- 
pondant. Distinguer sur ce lieu ^ Ies foyers d'eliipses et l6s foyers 
d'hyperboies. 

2« Lieux du centre et des foyers des coniques qui ont un point 
commun et pour directrices deux droites paralieles donnees. 

3. Trouver Tintersection d*une droite et d'une conique d^finie 
par un foyer, la directrice correspondante et Texcentricit^. 

A. Gonstruire» i*intersection de deux coniques ayant un foyer 
commun. 

5. Les points d'intersection dedeux coniques ayant une directrice 
commune sont sur un cercle. 

6. Construire une conique, connaissant : 
lo Un foyer et trois points ; 

2o Une directrice et trois points ; 

3<* Les deux directrices et deux points ; 

4<> Les deux directrices, une tangente et le point de contact; 

5<^ Le centre, une directrice et un point. 

7. Construire une hyperbole, connaissant : 

1® Une directrice, une asymptote etun point ; 

2* Une asymptote, un foyer etun point ; 

3" Deux points, une directrice et une direction asymptotique ; 

40 Un foyer, la directrice correspondante et une direction asymp- 
totique ; 

50 Les deux directrices, une tangente et une direction asymp* 
totique ; 

6® Les deux directrices, un point et une direction asymptotique. 
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8. La distance d'un point d'une hyperbole a un foyer est egale a 
la distance de ce point a la directrice, conoptee parail^lement a une 
asymptote. 

• 

9. Trouver Tenveloppe des asymptotes des coniques qui ont un 
foyer commun et la mdme directrice correspondante , 

10. Lieu du troisi^me sommet d*un triangle dontun c6te est 6xe 
et tel que Tun des angles adjacents a ce c5te soit double de Tautre. 

ii. Par un point fixe A, on trace une secante qui rencontre deux 
paralleles D et D' en P et Q ; lieu du point d'iatersection de la 
perpendiculaire menee par P k D et du cercle passant par A et Q, 

ayant son centre sur D. 

* 

12. Demon trer que sL un cercle ayant son centre sur Paxe focal 
d'une conique est bitangent acette conique, la tangente issue d'un 
point de la conique k ce cercle est dans un rapport constant avec 
la distance du point a la corde des contacts. 

13. Trouver le lieu des sommetsdes c6nes de revolution qui pas- 
sent par une ellipse, parune hyperbole oupar uneparaboledonnee. 

14. On considere deux cercles ayant leurs centres sur Paxe 
focal d'une conique et bitangents a cette conique ; demontrer que 
la somme ou la difference des tingentes menees d'un point varia- 
ble de la conique a ces cercles est constante. 

< 

15. La projection de la section plane d'un c6ne de revolution sur 
un plan perpendiculaire a Paxe est une conique ayant pour foyer 
le pied de Paxe et pour directrice la projection de Pintersection du 
plan secant et du plan perpendiculaire a Paxe men6 par le sommet. 

16. LUntersection de deux c6nes de revolution egaux et dont 
les axessont paralleles est une conique. 

17. Dans quel cas un plan peut-il couper un c6ne suivant une 
hyperbole equiiatere ? trouver le lieu de ses foyers. 

18. Demontrer que Pon peut toujours coasiderer une conique 
comme perspective d'un cercle, 

19. Etendre les th^or^mes de Pascal et de Brianchon aux coni- 
ques. 

20. Etant donnes cinq points d'une conique, construire Pinter- 
section de la conique avec une droite issue de I'un de ces points 
et construire la tangente en un de ces points. 

OR^VT. — COMPL. DB O^OBf. 13 
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21. Demontrer que si, par un point A du.plan d*une conique, 
on mene une secante variable AB(^, le lieu du conjugue A' de A 
par rapport a B et G est une droite . (Cette droite est appelee 
polaire de A). 

22. Etendre le theoreme des polaires reciproques aux coniques. 

23. Demontrer que le lieu des milieux des cordes paralleles a 
une direction donnee D dans le plan d'une conique est une droite; 
elle passe par le centre si la conique est une ellipse ou une hyper- 
bole, a une direction fixe si la conique est une parabole. (Cette 
droite est appelee le diametre conjugue de la direction D.) 

24. Demontrer que si D' est le diametre conjugue d'une direc- 
tion D dans une conique a centre, le diametre conjuguB de D' est 
parallele a D. 

25. Demontrer que la droite qui joint un point A au milieu de 
la corde des contacts des tangentes issues de A est le diametre 
conjugue de cette corde. 



EXERCICES SUR LE LIYRE VIII 

i. Un rectangle ABGD a un sommet fixe A; le sommet B decrit 
une droite A et la diagonale BD est perpendiculaire a A. 
1» Trouver les Ifeux du centre et des sommets. 
20 Trouver I'enveloppe du c6te BC. 

2. On donne trois points Ai, Aa, A3 en ligne droite; par ces 
points pris deux a deux, on fait passer trois cercles egaux, Oi, 0%, 
O3 de rayon variable. 

i^ Trouver le lieu des points Mt, M2, Ms communs a ces cercles. 

2*' Trouver Tenveloppe des droites O1O2. O2O3, O3O1 qui joignent 
leurs centres. 

3° Demontrer que les triangles O1O2O3 et M1M2M3 sont 6gaux. 

On distinguera le cas ou deux cercles sont d*un m^me c6te de 
A1A2A3 et le cas 011 ils sont de part et d'autre. 

3. On donne un point S lixe sur un cercle et on mene deux 
droites SPM, SQN qui rencontrent le cercle en M et N et le diame- 
tre perpendiculaire A SO en P et Q. 

10 Demontrer que PQMN est un quadrilatere inscriptible dans un 
cercle r. 
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20 U£moDtrer que le centre de r decrit une droite 
MN pivote autour d'lin poinl lixe A. 

3' Demontrer que D enveloppe une parabole de f 
decpit le cercle donne. 

4. Siir une ellipse, on prend quatre points lixes A, E 
ces points, on mene des paralleles h. une droite va 
paranoics renconlrent TellipKeen A', B', C. D'. 
1" Trouver le lieu du point coinmun k A6' et DC, 
2" Trouver Tenveloppe de la droite B'C. 

6. On mfene deux rayons vecteurs paralleles et de mt 
F'M' d'une ellipse de centre ; les tangentes en M et 
en I. 

1° Demonlrer que 01 est parallels i PM et que les ti 
F'lM sont rectangles en I. 

■i" Trouver le lieu de I si la direction 01 varie . 

3" Demontrer que la somme des inverses des rayon 
constante. 

6. Etant donnes sur une ellipse deux points A et 
FA, F'B se coupenl en E; les droites FB, F'A se coupet 
bissectrices des angles BFA, BF'A se coapent en P. 

1° Demonlrer que PA et PB sont tangentes a Telllp 
2° Demontrer que B et G appartiennent ii one hype 
focale &rellipse. 
3' Demontrer que PE et PG sont tangentes h. cette k 

7. D'un point M pris sur une ellipse, on mene un( 
petit axe ; soienl P et Q les points de rencontre de eel 
le cercle principal. La normale en M rencontre OP. 0< 
(0 est le centre de I'ellipse) . 

i« Demonlrer que M est milieu de P'Q' et que le 
OTQT" est inscriptible, T etanl le point de rencontre 6 
en H et du grand oxe. 

2° Trouver le lieu des points P' et Q'. 

3' Demonlrer que le cercle ayanl pour diamfetre le 
I'ellipse de foyers P' et Q' passant par est orthogo 
dont le diam^tre est le petit axe de I'ellipse donaee. 

8. Sur une corde variable AB perpendiculaire a I'au 
bole, on decrit un cercle ayant cette corde pour diam 
la ,seconde corde commune aux deux courbes. 

lo Demonlrer que la distance des droites AB et MN 
et quelestangentesen M et N au cercle passenl pan 



2° Une parallele a I'axe de la parabole rencontre cette courbi 
P, le cercle en P' et Q' et MN en Q ; demontrer que P' et Q' t 
conjugues par rapport a P et Q. 

9. On considere ane droite flie et un point A noa situ^ sur 
cette droite ; d'un point variable B de D comme centre, on d^crit 
un cercle de rayon ^.BA. 

1" Trouverl'enTeloppe de ce cercle (coniqiie dont un axe est la 
droile D). 

, 2° M et M' 6tant les points oil un cercle touclie son eoveloppe, 
demontrer que le quadrilatere A8MM' est inscriptible. 

10. On consid^re des cercles tels que leurs rayons soient dans 
un rapport constant k avec les distances de leurs centres h une 
droile flxe D. 

J" Demontrer que tous les cercles consideres dont le centre est 
sur une droile fixe A aont ttrngents h deux droites Dxes. 

2° Trouver le lieu des centres des cercles consider^s qui sont 
tangents a un cercle fixe de centre et de rayon i- ; dans le caa de 
k = 2 et en stipposant sur D, distinguer les points'du lieu qui 
correspondent a un contact interieur ou k un contact ext^rieur . 

U. Deux angles droits XOY, X'O'Y'pivolent autour de leurs 
sommets de fa^on que rinlerseclion de OX et O'X' decrive un 
cercle fixe passant parOet 0'; on pent dans chaque position tracer 
uue parabole P tangente aux cdites de ces angles. 

1' Lieui du foyer et du soramet de cette pal-abole. 

2» Trouver dans quelle region doit 6tre un puinl M pour que, 
par ce point, on puisse faire passer deux paraboles P. 

3° Trouver le lieu du point M lei que les paraboles qui y passent 
soient orthogonales. 

12. On considere une ellipse de centre C et un point fixe sur le 
grand axe ; par ce point 0, on mene deux droites egalementincli- 
nces sur OC et rencontranl la courbe en des poinis N et N' non 
symetriques par rapport au grand axe. 

1° Trouver le lieu du milieu M de NN' et le lieu du point de ren- 
contre P des tangentes en N et N'. 

2« Trouver I'enveloppe de la perpendiculaire menee en P a la 
droite CP. 

13. Par deux poinis variables M et M' d'une droite OX, tels que 
le produit OM.OM' soit constant, on fail passer un cercle; trouVer 
lelieu de son centre: 



EXBRGIGES SUB LB 

l°Sicecercle passe par un point B 
2" S'il est tangent a une droite (ixe 
30 S'il eat tangent ou orthogonal k 1 

14. On considere les paraboles qu 
donne et qui passent par un point f 

l« Trouver le lieu du point de ren 
A, ainsi que le lieu du poiot de ren 
de I'ase. . 

20 Trouver I'enveloppe de la direct 

iS. On m^ne dans un cercle un ■ 
parall^le aAB; on joint un point vi 
C et D et on prend les points de rent 
SD avec AB. 

lo Le lieu du centre du cercle cir 
une conique de foyer 0. 

20 Trouver !e lieu du centre du 
triangle SCD. 

16. A un point H d'une parabole, 
M' defini de la fa^on suivante : la noi 
la perpendiculaire h MN au point N ( 
meneepar M ; M' est h I'intersection 
a I'axe men^e par P ; trouver le lieu 

1° H etant fixe et la parabole varii 
2» M 6tant fixe et la parabole varia 
i" IS se depla^antsur une droite d 

fixe el etant tangente a A. 
4° M se depla^ant sur une droite i 

trice lixe et Stant tangente a A. 

17. On prend deus points A el 
symetriques par rapport an centre 1 
on mene levecteur MB equipollent & 
de B par rapport a M, C le symStric 
le symelriqiie de tJ' par rapport i k'H 
i I'intersection de CM et X'C : 

(•Trouver leslieuxdespoints C, C 
20 SoientlTet IT leslangentes en 

trouver les lieux des intersections d 

IT. 

18. Od considere deux axes rect 
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' du plan, on mene d^cix droites rectangulaires qui ren 

IX en B el D, UV en A et C; par A et B, oa fait passi 

le tangente it OX et OY ; par C et D, on fait passer la p 

ngeDte k OX et OY. 

ouver le lieu de teurs foyers et demontrer que la distaui;!: 

ers est conslante. 

ouver le lieu du point de rencontre des axes. 

I directrice de la premiere paraboie rencontre CD en M ; ta 

ice de la seconde paraboie rencontre AB en N ; demontrer 

1 a une direction fixe. 

)n considers un cercle de dianifelre AB et un point fixe P 

1. M etant un point variable du cercle, on designe par oi 

;b centres des cercles circonscriU aux triangles HAP, MBP. 

s points (u, (u', H-, 0, P Gonl sur un mflme cercle F. 

ouver les lieax geomStriques des points A' et B' oii les 

AM et BM coupent r. 

ouver les lieux geomelriques des points de rencontre de OM 

A' et <oB'. 

Buver les lieux des projections des points et P sur umu' et 

rouver I'enveloppe de ces droites. 
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